Twierdzenie o generowaniu Operatory niegesto okreslone Wersja algebraiczna

W. Zukrowski:

Lektura ,Srebrnych ortéw” jest podobna do wstepowania po
spirali schodéw w wiezy. Z coraz innego okna ogladamy
krajobrazy, ale dopiero z ostatnig karta, ze szczytu, otworzy sie
przed nami rozlegty horyzont. Co chwila wraz z Aaronem
jestesmy sktonni zawota¢ |, juz wiem, juz rozumiem, dlaczego
tak musiato sie sta¢” — azeby po chwili odkry¢ nowe prawa,
inne moce, ktérym podporzadkuja sie harmonijnie tamte
zjawiska, uprzednio juz przez nas dostrzezone i rozpoznane.
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Oryginatowie i oryginaty

Adam Bobrowski

Politechnika Lubelska



Operatory niegesto okreslone Wersja algebraiczna

Potgrupa operatorow
Pétgrupa w przestrzeni Banacha X to rodzina operatoréw
ograniczonych (ciagtych) {T(t),t > 0} spetniajaca
nastepujace warunki.
L. T(t)T(s)=T(t+s), t,s >0,
2. T(0)=1(Ix =x,x € X),
3. limeoy || T(t)x — x|| =0,x € X.
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Potgrupa operatorow

Pétgrupa w przestrzeni Banacha X to rodzina operatoréw
ograniczonych (ciagtych) {T(t),t > 0} spetniajaca
nastepujace warunki.
L. T(t)T(s)=T(t+s), t,s >0,
2. T(0)=1(Ix=x,x € X),
3. limeoy || T(t)x — x|| =0,x € X.

® warunek pofgrupowy,

e t— T(t)x funkcja ciagta,

® istnieja takie M,w, ze

IT(O)I < Met, ¢

V
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Potgrupa operatorow
Pétgrupa w przestrzeni Banacha X to rodzina operatoréw
ograniczonych (ciagtych) {T(t),t > 0} spetniajaca
nastepujace warunki.
L. T(t)T(s)=T(t+s), t,s >0,
2. T(0)=1(Ix =x,x € X),
3. limeoy || T(t)x — x|| =0,x € X.

warunek potgrupowy,

t — T(t)x funkcja ciagta,

istniejg takie M, w, ze

IT() < Me**, >0
X = 110, 00), T(t)x(7) = x(7 — t)1}t,00)(7), t, 7 = 0.
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Co potgrupa opisuje?

® t — czas,
® rozwigzania réwnan rézniczkowych czastkowych,

® procesy stochastyczne,

dynamike rozwoju populacji.
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Potgrupe mato kto widziat; generator j3 objawit

Generator:

Ax = lim t 1T (t)x — x), x € D(A),

t—0+

zdefiniowany gdy granica istnieje, zwykle operator
nieograniczony.
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Potgrupe mato kto widziat; generator j3 objawit

Generator:

Ax = lim t 1T (t)x — x), x € D(A),

t—0+

zdefiniowany gdy granica istnieje, zwykle operator
nieograniczony.

Poétgrupa <= generator.
T(t) =™,
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Potgrupe mato kto widziat; generator j3 objawit

Generator:

Ax = lim t 1T (t)x — x), x € D(A),

t—0+

zdefiniowany gdy granica istnieje, zwykle operator
nieograniczony.

Poétgrupa <= generator.
T(t) =™,

. _d a2
Przesuniecia w prawo e!(~37) ruch Browna e' 42,
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Jak scharakteryzowaé generatory (1948)7?

=0

Einar Hille (,Biblia”) Kosaku Yosida (podrecznik)

Ustanowili ,standardowy” sposéb myslenia o generatorach‘
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Widmo i rezolwenta
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Twierdzenie o generowaniu

Operator A jest generatorem poétgrupy w przestrzeni
Banacha X wtedy i tylko wtedy gdy



Operatory niegesto okreslone Wersja algebraiczna
00000800 00000000 0000000000

Twierdzenie o generowaniu

Operator A jest generatorem poétgrupy w przestrzeni
Banacha X wtedy i tylko wtedy gdy

1. jego dziedzina D(A) jest zbiorem gestym,



Operatory niegesto okreslone Wersja algebraiczna
00000e00 00000000 0000000000

Twierdzenie o generowaniu

Operator A jest generatorem poétgrupy w przestrzeni
Banacha X wtedy i tylko wtedy gdy

1. jego dziedzina D(A) jest zbiorem gestym,
2. istnieje takie w, ze dla A > w i wszystkich y € X réwnanie

MX—Ax=y

ma dokfadnie jedno rozwigzanie x == (A — A)7ly,
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Twierdzenie o generowaniu

Operator A jest generatorem poétgrupy w przestrzeni
Banacha X wtedy i tylko wtedy gdy

1. jego dziedzina D(A) jest zbiorem gestym,

2. istnieje takie w, ze dla A > w i wszystkich y € X réwnanie

MX—Ax=y

ma dokfadnie jedno rozwigzanie x == (A — A)7ly,

3. funkcja w < A — (A — A)7! jest nieskonczenie wiele razy
rézniczkowalna i istnieje stata M o tej wiasnosci, ze

(A=A

Hd A>0,n>0.

dAn

o Mn!
= (N — w)rtt’
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Uwagi

1. Przy zatozeniach twierdzenia ||e™|| < Me“t.
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Uwagi
1. Przy zatozeniach twierdzenia |[e™|| < Me®t.

2. w pozbywamy sie zamieniajac T(t) na e “*T(t) lub A na
A—uwl.
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Uwagi
1. Przy zatozeniach twierdzenia ||e™|| < Me“t.
2. w pozbywamy sie zamieniajac T(t) na e “*T(t) lub A na
A—wl.
3. Przypadek M =1 i w = 0 — Hille i Yosida; ogdlny —
Phillips—Feller—Miyadera.
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Uwagi
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Phillips—Feller—Miyadera.
4. M tez sie mozna pozby¢ — przez sprytng zmiane normy.
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Uwagi
1. Przy zatozeniach twierdzenia ||e™|| < Me“t.
w pozbywamy sie zamieniajac T(t) na e T (t) lub A na
A—uwl.
3. Przypadek M =1 i w = 0 — Hille i Yosida; ogdlny —
Phillips—Feller—Miyadera.
4. M tez sie mozna pozby¢ — przez sprytng zmiane normy.
5. Réwnanie Hilberta

A=) A=A (u=A)" = (p=A) T =(A-A) T\ p > w

powoduje ze
L A=A =(=1)"(A = A)~"Dnl n > 0. Warunek

trzeci wiec rbwnowazny

A=A < ", A>wn>1.

(A —w)™
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Odtad dla prostoty
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Czterdziesci lat pozniej (1987)
Wydano kilka znakomitych ksiazek, teoria i jej zastosowania
kwitty, a tu ...
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Czterdziesci lat pozniej (1987)
Wydano kilka znakomitych ksiazek, teoria i jej zastosowania
kwitty, a tu ...

G. Da Prato and E. Sinestrari

Sa wazne operatory spetniajace witasciwe oszacowania, ktére
nie maja gestych dziedzin.

Potrzebna zmiana sposobu myslenia, powrotu do zZrédet,
przemyslenia podstaw.
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Wolfgang Arendt
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Teoria potgrup a transformacja Laplace’a

Kluczowa zaleznoéé

(A — A)x = /°° e MePAxdt, A >0.(w=0)
0
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Teoria potgrup a transformacja Laplace’a

Kluczowa zaleznoéé

(A —A)x = /oo e Mex dt, A>0.(w=0)
0

e transf. Laplace’a = teoria potgrup,
® teoria potgrup = transf. Laplace'a.
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Twierdzenie o odwracaniu przeksztafcenia
Laplace’a

Twierdzenie Widdera (1946): (0,00) 2 A — r(A) jest
transformata Laplace'a funkcji ograniczonej wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnej statej M:

Mn!

(n)
FOO)] < o

A>0,n> 1.
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Twierdzenie o odwracaniu przeksztafcenia
Laplace’a

Twierdzenie Widdera (1946): (0,00) 2 A — r(A) jest
transformata Laplace'a funkcji ograniczonej wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnej statej M:

Mn!

(n)
FOO)] < o

A>0,n> 1.

Jesli r(\) = [5° e F(t) dt przy czym |f(t)] < M to

Mn!
/\n—i-l'

|H”Qﬂ:|/me*VUX—ﬂ%hh;M/me*%%u:
0 0
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Twierdzenie Widdera nieprawdziwe
w przestrzeniach Banacha

W kazdej przestrzeni Banacha oszacowania powyzsze s3
warunkiem koniecznym.

Sa warunkiem wystarczajagcym w przestrzeniach
refleksywnych.

Sa warunkiem wystarczajagcym w przestrzeniach
z witasnoscia Radona—Nikodyma.

Ogodlnie nie s3 warunkiem wystarczajacym.
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Kontrprzyktad w L1(0, o0)
[1(0, c0) — algebra splotowa. (¢ *¥)(t) = 5 #(t — s)(s)ds.

rA) = e A>0,
ex(t) = e, T,A>0
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Kontrprzyktad w L1(0, o0)
[1(0, c0) — algebra splotowa. (¢ *¥)(t) = 5 #(t — s)(s)ds.

rA) = e A>0,
ex(t) = e, T,A>0

(A—plexxe, = e, — e, A p >0,
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Kontrprzyktad w L1(0, o0)
[1(0, c0) — algebra splotowa. (¢ *¥)(t) = 5 #(t — s)(s)ds.

r(A) = e, A>0,

ex(t) = e, T,A>0
(A—plexxe, = e, — e, A >0,
dn *(n
= (=)™ A>0,n>1,
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Kontrprzyktad w L1(0, o0)
[1(0, c0) — algebra splotowa. (¢ *¥)(t) = 5 #(t — s)(s)ds.

r(A) = e, A>0,

ex(r) = eV, T A>0
(A—plexxe, = e, — e, A >0,
d" *(n
e = (—1)"nle™ x> 0,n>1,
d" > —Atpn n!
H d)\ne)\ = /0 e t dtzw, )\>O,
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Kontrprzyktad w L1(0, 0o)
[1(0, c0) — algebra splotowa. (¢ *¥)(t) = 5 #(t — s)(s)ds.

r(A) = e, A>0,

ex(r) = eV, T A>0
(A—plexxe, = e, — e, A >0,
d" *(n
e = (—1)"nle™ x> 0,n>1,
d" > —Atpn n!
H d)\ne)\ = /0 e t dtzw, )\>O,

u(t) = 1(0,t) S Ll(0,00), t >0,
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Kontrprzyktad w L1(0, 0o)
[1(0, c0) — algebra splotowa. (¢ *¥)(t) = 5 #(t — s)(s)ds.

r(A) = e, A>0,

ex(r) = eV, T A>0
(A—plexxe, = e, — e, A >0,
dn *(n
e = (—1)"nle™ x> 0,n>1,
d" o0 !
H Y = / e Mt dt = % >0,
0

u(t) = 1(0,t) S Ll(0,00), t >0,
)\/me_’\tu(t)dt — e, A>0.
0

Gdyby oryginat dla e, istniat, to u bytaby rézniczkowalna (jako
catka z oryginatu) — a nie jest.
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Oryginalnos¢ Arendta

Arendt (1987):

W przestrzeni Banacha istnienie takiego M, ze

M

(n)
RO

A >0,

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia funkcji
lipschitzowskiej u czyniacej zado$¢ warunkowi

f(0) = A /0 e Mu()de, A > 0.
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Oryginalnos¢ Arendta

Arendt (1987):

W przestrzeni Banacha istnienie takiego M, ze

M

(n)
TRV

A >0,

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia funkcji
lipschitzowskiej u czyniacej zado$¢ warunkowi

f(0) = A /0 e Mu()de, A > 0.

‘Sam oryginat nie istnieje, ale istnieje z niego catkal
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Potgrupy scatkowane

Jedli dla pewnego M mamy |[[(A — A)~"[| < 4,1 >0 to

e w X istnieje taka lipschitzowsko ciggta rodzina
operatoréw {U(t), t > 0}, ze

(A — A)" X—A/ My(t)xdt, A>0,x€eX,

* w Xy := D(A) istnieje taka pétgrupa {T(t),t > 0}, ze
(A— A x—/ e MT(H)xdt, A >0,x € Xo.

Ap — obcigcie A

u(t) :,,fO‘ A ds'
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Cytat z ,Madame”

Antoni Libera

Przed soba miatem krajobraz — rozmaitos$¢ koloréw,
ksztattéw, swiatet i cieni. Czy jednak znaczyto to, ze
rozumiem, co widze? Albo: czy to, co widze, jest wiedzg
ostateczng? Przeciez to, co sie widzi, to tylko pewien wyglad,
jedna z wielu postaci lub masek rzeczywistosci, pod ktéra kryja
sie dalsze — by¢ moze w nieskonczonos¢. Biekit nieba, ton
wody, masyw gor, zielen lasu — to wszystko jest czym$ innym,
gdy bierze si¢ to pod lupe, i innym — pod mikroskopem,

i jeszcze, jeszcze innym — w Swietle fizyki czasteczek. Gdzie
konczy sie spojrzenie? Czy jest granica poznania?
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Uogdlnienia i ,,uogdlnienia”

Setki prac o n-krotnie scatkowanych pétgrupach.

O a-krotnie scatkowanych pétgrupach (« liczba
rzeczywista)

O a-krotnie scatkowanych funkcjach kosinusowych.

O ile$ razy scatkowanych i jeszcze zregularyzowanych
pétgrupach /funkcjach kosinusowych.

Horrendum!
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Kolejny oryginat: Jan Kisynski
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Twierdzenie o homomorfizmie

Kisynski (~2000):
Dla operatora A w przestrzeni Banacha X istnienie takiego M,
ze Y

A=A < 5, A0,
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia
homomorfizmu | H : L*(0, 00) — £(X) | o tej whasnosci, ze

H(e) =(A—A)"",  A>0.
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Twierdzenie o homomorfizmie

Kisynski (~2000):
Dla operatora A w przestrzeni Banacha X istnienie takiego M,
ze Y

A=A < 5, A0,
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia
homomorfizmu | H : L*(0, 00) — £(X) | o tej whasnosci, ze

H(e) =(A—A)"",  A>0.

H() = .Jo~ e™o(t) dt”
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Twierdzenie o homomorfizmie (c.d.)

H(¢) = ,,fox oA g(t) dt”

€

Ap — obciecie A

U(t) = H(1(0,5))-
H(¢ %) = H(op)H ().

Zwigzek z abstrakcyjna analiza harmoniczna.

Twierdzenie Cohena.
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Operatory niegesto okreslone
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Paul Cohen

0000080000

Medal Fieldsa z logiki (1966)

=
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Twierdzenie Cohena

® [1(0,00) ma ograniczona aproksymatywna jedynke:
limy o Aey * Cb = ¢7 Qb € L1(07 OO)
® Stad dla dowolnego homomorfizmu H : L}(0,00) — L(X)
Obraz H =
{y € X;y = H(¢)x dla pewnych x € X, ¢ € L}(0,00)}

jest podprzestrzenia domknieta X.
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Wersja algebraiczna

H(¢) = ﬁ)x eAep(t) dt”

RZ

Ap — obcigcie A

Kisynski:
® Xy = Obraz H.
* c“0[H(¢)x] = H(¢:)x.
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Wersja algebraiczna

Kisynski:
® Xo = Obraz H.
o e"[H(¢)x] = H(¢:)x.

‘Czy to juz petny obraz?
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Brigitta Hennig and Frank Neubrander
Hennig—Neubrander (1993):

W przestrzeni Banacha istnienie takiego M, ze

M
A+l ’

1D\ < A>0
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia
ograniczonego operatora H : [1(0,00) — X, o tej wtasnosci,

* I’()\) = H(e)\), A> 0.
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Brigitta Hennig and Frank Neubrander
Hennig—Neubrander (1993):

W przestrzeni Banacha istnienie takiego M, ze

M
A+l ’

1D\ < A>0
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia
ograniczonego operatora H : [1(0,00) — X, o tej wtasnosci,

* I’()\) = H(e)\), A> 0.

® Twierdzenie ,o0gblniejsze”, ale
® brak powiazania

® ze struktura splotows,

® 7 teorig pbtgrup,

¢ tw. Cohena.
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Pamieci Macieja Kalenkiewicza (1906-1944)

DA
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