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Plan dziatania

{ X' (t) = Ax(t)

x(0) = xo

B A< R-liczhba
A € M,(R) — macierz
A € B(X) — operator ograniczony na przestrzeni Banacha X

A: X D D(A) — X — operator nieograniczony

2/n, n>2



Krétkie przypomnienie z analizy funkcjonalnej

Niech X bedzie przestrzenig liniowa (nad ciatem R).
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Niech X bedzie przestrzenig liniowa (nad ciatem R).

B Norma nazywamy funkgcje 11111 : X — [0, 0o) spetniajaca nastepujce warunki dla
x,yeXiaeR:

mlxll=0 << x=0,
m |lax|l = |a| IIxIl,
m x+y| < uxi+ |y
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Krétkie przypomnienie z analizy funkcjonalnej

Niech X bedzie przestrzenig liniowa (nad ciatem R).

B Norma nazywamy funkgcje 11111 : X — [0, 0o) spetniajaca nastepujce warunki dla
x,yeXiaeR:

mlxll=0 << x=0,
m |lax|l = |a| IIxIl,
m x+y| < uxi+ |y

Pare (X, II-1l) nazywamy przestrzenia unormowana.

Przestrzen unormowana nazywamy przestrzenig Banacha, jezeli jest ona zupetna
wzgledem metryki

d(x,y) = ||x —yH .
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Krétkie przypomnienie z analizy funkcjonalnej

Odwzorowanie T : X — X nazywamy operatorem liniowym, jeZeli spetnia
nastepujgce warunki dla x,y € X i a e R:

B Tx+y)=Tk)+T(y)
m T(ax)=aT(x)

Jezeli T jest operatorem lintowym, to piszemy Tx =z T (x).
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Krétkie przypomnienie z analizy funkcjonalnej
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nastepujgce warunki dla x,y € X i a e R:

B Tx+y)=Tk)+T(y)
m T(ax)=aT(x)

Jezeli T jest operatorem lintowym, to piszemy Tx =z T (x).
Operator liniowy T nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka stata C > 0, ze dla
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Krétkie przypomnienie z analizy funkcjonalnej

Odwzorowanie T : X — X nazywamy operatorem liniowym, jeZeli spetnia
nastepujgce warunki dla x,y € X i a € R:
B Tix+y)=TK+T(y)
m T(ax)=aT(x)

Jezeli T jest operatorem lintowym, to piszemy Tx =z T (x).
Operator liniowy T nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka stata C > 0, ze dla

kazdego x € X
[ || < Cuxir.

Norma operatora ograniczonego nazywamy liczbe

[ 7]l = tnf {C:[|Tx|| < Cuxit, x € X} = sup || Tx]|.
lixl=1

Operator liniowy jest ciggty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony.

B Przestrzen unormowang wszystkich operatoréw liniowych i ograniczonych
T : X — X oznaczamy przez B(X).
W szczegélnosci:
= BR)=R,
= B(R") = M,(R).
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Przypadek 1: Ae R

— x(t) = e"xo

{ X'(t) = Ax(t) "

x(0) = xo



Przypadek 1: Ae R
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Przypadek 1: Ae R

o) — x(t) = e"xo
X = X0

{ X'(t) = Ax(t) "

mx:t efx

mx:xp— exy, t >0
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Przypadek 1: Ae R

— x(t) = e"xo

{ X'(t) = Ax(t) "

x(0) = xo

mx:t efx

mx:xp— exy, t >0

Definiujemy
Vt>0 T(t):=e" e BX)=R.
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Przypadek 1: Ae R

— x(t) = e"xo

{ X'(t) = Ax(t) "

x(0) = xo
mx:t efx
mx:xp— exy, t >0

Definiujemy
Vt>0 T(t):=e" e BX)=R.

Woéwczas
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)xo = e'®xp = xo
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:
B T(0)xo = e®x = xp

A lim |T(t)xo —xo| = lim |e"xo — xo| =0
.tJ;O+| ()Xo Xo' t4l>0+| o XO'
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)x = e®xp = xo
g lim |T(t)xo — xo| = lim |e®xp — xo| =0
IHO+| (t)xo — ol HO+| 0 — Xo|

T(0)=et®=1=1¢€ B(R) (operator identycznoéciowy)
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:
B T(0)x = e®xp = xo
2 T(t — = li tA — =0
o L. [T =0l = 1ig, %0 =0l
T(0)=et®=1=1¢€ B(R) (operator identycznoéciowy)

lim [T(t) =1 = lim [e”—1]=0
t—0+ t—0t
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)x = e®xp = xo

-]

lim |T(t)x0 — xo| = lim |exp — xo| =0
A [Tl =0l = i [0 = ol

TO)=e®=1=1/¢c B(R) (operator identycznosciowy)

=

lim [T(t) =1 = lim [e”—1]=0
t—0+ t—0t

2 T(t)xo = Lexg = Aexp = AT (t)xo
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Przypadek 1: Ae R

Whtasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)x = e®xp = xo

-]

lim |T(t)x0 — xo| = lim |exp — xo| =0
A [Tl =0l = i [0 = ol

TO)=e®=1=1/¢c B(R) (operator identycznosciowy)

=

lim [T(t) =1 = lim [e”—1]=0
t—0+ t—0t

2 T(t)xo = Lexg = Aexp = AT (t)xo

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

7/n, n>7



Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

T(s + t)xp = el+HAx = ehetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

T(s + t)xp = el+HAx = ehetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

((T(t))t>0.0), gdzie o oznacza sktadanie przeksztatcen, jest (algebraiczng) pétgrupa.
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

H

lim |T(t)x0 — x0| = lim |exp — xo| =0
Jim [ T(t)xo —xo = lim [ex0 — xo

=

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

]

lim |T(t)x0 — x0| = lim |exp — xo| =0
Jim [ T(t)xo —xo = lim [ex0 — xo

=

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

lim | T(t+ h)xo — T(t)o
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

]

lim |T(t)x0 — x0| = lim |exp — xo| =0
Jim [ T(t)xo —xo = lim [ex0 — xo

=

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

(t+h)A tA

lim | T(t+ h)xo — T(t =l -
Jim [ T(t + hjxo — T(t)xo| = lim |e"x0 — "xo0
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

]

lim |T(t)x0 — x0| = lim |exp — xo| =0
Jim [ T(t)xo —xo = lim [ex0 — xo

=

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

(t+h)A

lim | T(t + h)xo — T(t)xo| = li — et
Jim [ T(t + hjxo — T(t)xo| = lim |e™"x0 — e"xo

= [e] lim [e"x0 — ol
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

]

lim |T(t)x0 — x0| = lim |exp — xo| =0
Jim [ T(t)xo —xo = lim [ex0 — xo

=

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

(t+h)A

lim | T(t + h)xo — T(t)xo| = li — et
Jim [ T(t + hjxo — T(t)xo| = lim |e™"x0 — e"xo

tA| |: hA .
= ( — xo| = lim | T(h)x0 — xo| =0,
e*] lim [e™x0 —xo| = lim | T (h)x0 — xo|
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Przypadek 1: Ae R

Wtasnosci rodziny (T (t))¢>0:

]

lim |T(t)x0 — x0| = lim |exp — xo| =0
Jim [ T(t)xo —xo = lim [ex0 — xo

=

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetxg = T(s) T(t)x0 dla dowolnych s, t >0

(E+hA LG — efAxg|

Jim [ T(t + hjxo — T(t)xo| = lim |e
tA| [ hA .
= | —xo| = lim |T(h)xo — xo| =0,
] lim |e™xo —xo| = lim | T (h)x0 — xo|
zatem funkcja t — T(t)xo jest ciagta dla wszystkich t > 0.
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Przypadek 1: Ae R

Wiasnosci rodziny (T (t))r>o0:

B 4 T(t)xo = Letxo = Aexg = AT (t)x0
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Przypadek 1: Ae R

Wiasnosci rodziny (T (t))r>o0:

B 4 T(t)xo = Letxo = Aexg = AT (t)x0

W szczegdlnosci,
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Przypadek 1: Ae R

Wiasnosci rodziny (T (t))r>o0:

B T(0)xo = et®xp = xo

B 5 T(t)xo = $e%xo = Aexo = AT (t)xo
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Przypadek 1: Ae R

Wiasnosci rodziny (T (t))r>o0:

B T(0)xo = ePx = xo

B & T(t)xo = &exo = Aetxo = AT (t)x0

Zatem funkcja t — T (t)xo spetnia zagadnienie Cauchy’ego.

M/n, n>1



Przypadek 2: A € M,(R)

{ X' (t) = Ax(t)

x(0) = xo

x(t) = ePxo
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Przypadek 2: A € M,(R)

{ X' (t) = Ax(t)

x(0) = xo
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x(t) = ePxo
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Przypadek 2: A € M,(R)

!

x(t) = ePxo
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Przypadek 2: A € M,(R)

!

x(t) = e"xo

o R X
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Przypadek 2: A € M,(R)

X
=
Ih-
0]
N
&

n!
n=0 n=0 n=0
Definiujemy
tA = t"A" n
T(t)=e"=)_ T €BR") = My(R), t>0
n=0 :
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Przypadek 2: A € M,(R)

X
=
Ih-
0]
N
&

n!
n=0 n=0 n=0
Definiujemy
A o AP
T(t):=e"=) - €B(R") = My(R), t>0
n=0
Woéwczas
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)xo = e'®xp = xo
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:
B T(0)xo = e®x = xp

A lim |T(t)xo — =0
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:
B T(0)xo = e®x = xp

2 It T(t)xo — =0
IHU(‘)U (t)xo — xo|

T(0) = ef® =1 € B(R) (operator identycznodciowy)
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)x = e®xp = xo

-]

lim |T(t)xo —xo| =0
Jim [ T(t)xo — xo

T(0) =et® =1 € B(R) (operator identycznosciowy)

=

=

lim [T(t)—1] =0
Jim [T () — 1|
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:
B T(0)xo = e®x = xp

2 It T(t)xo — =0
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T(0) =et® =1 € B(R) (operator identycznosciowy)

=

lim |T(t)—1]=0
t—0t

2 T(t)xo = Lexg = Aexp = AT (t)xo
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Przypadek 2: A € M,(R)

Witasnosci rodziny (T (t))e>o0:

B T(0)x = e®xp = xo

-]

lim |T(t)xo —xo| =0
Jim [ T(t)xo — xo

T(0) =et® =1 € B(R) (operator identycznosciowy)

=

lim |T(t)—1]=0
t—0t

2 T(t)xo = Lexg = Aexp = AT (t)xo

T(s + t)xo = elsTAxg = eAetA = T(s) T (t)xo dla dowolnych s, t >0
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Przypadek 2: A € M,(R)

9 T(t)xo = Letxg = Aexp = AT (t)xo
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Przypadek 2: A € M,(R)

9 T(t)xo = Letxg = Aexp = AT (t)xo

dt
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Przypadek 2: A € M,(R)

9 T(t)xo = Letxg = Aexp = AT (t)xo
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Przypadek 2: A € M,(R)

9 T(t)xo = Letxg = Aexp = AT (t)xo

t2A%2 343
o T

d
Ee _E(I+tA+

+...

tA2 t2 A3
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Przypadek 2: A € M,(R)

9 T(t)xo = Letxg = Aexp = AT (t)xo

o T

d
Ee _E(I+tA+

2A2
A(I+tA+t2| +)

t2A%2 343 )
+..

tA2

=A+2—+3

2!

t2 A3
3!
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Przypadek 2: A € M,(R)

dt

= %etAXo = AetAXo

= AT (t)xo

d I+tA+t2A2+t3A3+
dt 2! 3!
2A2
:A(I+tA+t2| +) = Ae?

tA2

=A+2—+3

21

t2 A3
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Przypadek 2: A € M,(R)

2 T(t)xo = Sexo = Aexg = AT (t)xo

d g4 d t2A%2 343 tA? t2A3

— I+ tA =A+2—

e dt(+ T T +25 +3

2A2
:A(I+tA+t2| +) = Aett
W szczegolnosci

ietA =A
dt t—0

14/n, n>14
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Przypadek 2: A € M,(R)

etAXO =?



Przypadek 2: A € M,(R)

etAxo =?

Jezeli istnieja liczba A i wektor v # 0, dla ktérych
Av = Av,

to A nazywamy wartoscig wtasng macierzy A, za$ v wektorem wtasnym odpowiadajgcym
wartosci wtasnej A.
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Przypadek 2: A € M,(R)

etAxo =?

Jezeli istnieja liczba A i wektor v # 0, dla ktérych
Av = Av,

to A nazywamy wartoscig wtasng macierzy A, za$ v wektorem wtasnym odpowiadajgcym
wartosci wtasnej A.

Niech A € M>(R) oraz niech A1, A2 beda jej wartosciami wtasnymi, za$ vi, v» odpowiada-
jacymi im wektorami wtasnymi.
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Przypadek 2: A € M,(R)

etAxo =?

Jezeli istnieja liczba A i wektor v # 0, dla ktérych
Av = Av,

to A nazywamy wartoscig wtasng macierzy A, za$ v wektorem wtasnym odpowiadajgcym
wartosci wtasnej A.

Niech A € M>(R) oraz niech A1, A2 beda jej wartosciami wtasnymi, za$ vi, v» odpowiada-
jacymi im wektorami wtasnymi.

(v1, va) jest baza R? i odwzorowanie liniowe T4 : R2 — R? wyznaczone przez macierz A

ma w tej bazie posta¢
J:= A0 .
0 A

15/n, n>15



Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas

A=5JS1.
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Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas
A=5SJs7t.
Zatem

A= (SJSTHy" =557t .5y571. .55t =557,

przy czym
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e A0 (M o0
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Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas

A=5Js1
Zatem
A= (SJSTHy" =557t .5y571. .55t =557,
przy czym
A0 A0
=" =
0 A 0 A
Stad
A t"A" > SJS 1)" 511
e = Z Z n!
n=0 n=0 n=0
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Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas

A=5JS1
Zatem
A= (SJSTHy" =557t .5y571. .55t =557,
przy czym
A0 A0
;=" =
0 A 0 A
Stad

oA Zt"A" i SJS 1)"

Zt"SJ”S 1 *SZtJ

n!
n=0
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Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas

A=5JS1
Zatem
A= (SJSTHy" =557t .5y571. .55t =557,
przy czym
e A0 A0
0 A 0 A
Stad
B e O ) LR LW L R L L
€ Z n! 72 n! 72 n! 752 n! S
n=0 n=0 n=0 n=0
X\l
0
=5 5 - st
o 3 U
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Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas

A=5JS1
Zatem
A= (SJSTHy" =557t .5y571. .55t =557,
przy czym
e A0 A0
0 X 0 A
Stad
B e O ) LR LW L R L L
€ Z n! 72 n! 72 n! 752 n!S
n=0 n=0 n=0 n=0
Z t':,/l\q 0 thy 0
=S n=0 5—1 =S € S—l
0o B 0 e
n=0 n
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Przypadek 2: A € M,(R)

Niech S bedzie macierza przejscia z bazy standardowej do bazy (vi, v2). Wéwczas

A=5JS1
Zatem
A= (SJSTHy" =557t .5y571. .55t =557,

przy czym

A0 A0

;=" =

0 A 0 A

Stad

n!
n=0

ot Z t"A" i SJS 1)" Z t"SJrst 752 t" J

n=0

W ogélnosci — dekompozycja Jordana.
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Pétgrupy operatorow

Niech X bedzie przestrzenig Banacha.

Pétgrupa

Rodzine (T (t))¢>0 operatoréw liniowych i ograniczonych na X nazywamy pétgrupa, jezeli

(i) T(0) =1 (operator identycznosciowy na X)
(ii) V&,s >0 T(s+t)= T(s)T(t).
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Pétgrupy operatorow

Niech X bedzie przestrzenig Banacha.

Pétgrupa

Rodzine (T (t))¢>0 operatoréw liniowych i ograniczonych na X nazywamy pétgrupa, jezeli

(i) T(0) =1 (operator identycznosciowy na X)
(ii) Yt,s >0 T(s+t)= T(s)T(t)

Co-potgrupa

Pétgrupe (T (t))e>0 nazywamy silnie ciggty (Co-potgrupa), jezeli

VxeX lim || T(t)x—x|| =0.
t—0t
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Pétgrupy operatorow

Niech X bedzie przestrzenig Banacha.

Pétgrupa

Rodzine (T (t))¢>0 operatoréw liniowych i ograniczonych na X nazywamy pétgrupa, jezeli

(i) T(0) =1 (operator identycznosciowy na X)
(ii) V&, >0 T(s+t)= T(s)T(t).

Co-potgrupa

Pétgrupe (T (t))e>0 nazywamy silnie ciggty (Co-potgrupa), jezeli

VxeX lim || T(t)x—x|| =0.
t—0t

Jednostajnie ciggta poétgrupa

Pétgrupe (T (t))e>0 nazywamy jednostajnie ciagta, jezeli

lim || T(t)—1| =o0.

t—0+
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Generator potgrupy

Jak powigzac (T (t))e>0 z A wystepujacym w réwnaniu?
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Generator potgrupy

Jak powigzac (T (t))e>0 z A wystepujacym w réwnaniu?

Do tej pory:

d

—T(t) = A
dt t=0
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Generator potgrupy

Jak powigzac (T (t))e>0 z A wystepujacym w réwnaniu?
Do tej pory:

d

— T(t) = A
t=0

Generatorem Co-potgrupy (T (t)):>0 nazywamy operator A : X D D(A) — X dany wzorem

Ax = lim M
h—0+ h
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Generator potgrupy

Jak powigzac (T (t))e>0 z A wystepujacym w réwnaniu?
Do tej pory:

d

— T(t) = A
t=0

Generator

Generatorem Co-potgrupy (T (t)):>0 nazywamy operator A : X D D(A) — X dany wzorem

Ax = lim M
h—0+ h

zdefiniowany dla kazdego x nalezacego do dziedziny

D(A) := {X e X: lim T(hx = x 'Lstnieje}.
h—0+ h
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Wtasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest potgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest potgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.

IweRIM>1 ||T(t)| < Me.
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

™

Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest potgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.

IweRIM>1 ||T(t)| < Me.

=

A jest operatorem liniowym.
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest potgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.

IweRIM>1 ||T(t)| < Me.
A jest operatorem liniowym.

D(A) jest gesta podprzestrzenig X.
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest potgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.

™

IweRIM>1 ||T(t)| < Me.
A jest operatorem liniowym.
D(A) jest gesta podprzestrzenig X.

4 T(t)x = AT(t)x dla x € D(A).
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest potgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.

™

IweRIM>1 ||T(t)| < Me.
A jest operatorem liniowym.

D(A) jest gesta podprzestrzenig X.
4 T(t)x = AT (t)x dla x € D(A).

A jest operatorem domknietym, tj.

jezeli xp > x 1 Axp—y, to xe DA i Ax=y.
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Witasnosci Co-potgrup

Funkcja t — T(t)x € X jest ciggta dla x € X.

A Jezeli dodatkowo (T (t))¢>0 jest pétgrupa jednostajnie ciagta, to funkcja
t— T(t) € B(X) jest ciagta.

)]

IweRIM>1 ||T(t)| < Me.
A jest operatorem liniowym.

D(A) jest gesta podprzestrzenig X.
4 T(t)x = AT (t)x dla x € D(A).

A jest operatorem domknietym, tj.
jezeli xp > x 1 Axp—y, to xe DA i Ax=y.
Innymi stowy, wykres
Graph A := {(x, Ax) : x € D(A)}

jest zbiorem domknietym w X.
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Zagadnienia dobrze postawione

x'(t) = Ax
{ (t) = Ax(t) "

x(0) = xo

Twierdzenie

Zagadnienie (*) jest dobrze postawione, tj.
(i) rozwiagzanie istnieje,
(ii) rozwigzanie jest jednoznaczne,
(iii) rozwigzanie zalezy w sposdb ciagty od warunku poczatkowego,
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest generatorem Co-potgrupy (zatem w szczegélnosci jezeli
jest generatorem jednostajnie ciggtej potgrupy).
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Przypadek 3: A € B(X)

{ X (t) = Ax(t) "

x(0) = xo

Twierdzenie



Przypadek 3: A € B(X)

{ X (t) = Ax(t) "

x(0) = xo

Twierdzenie

| Operator A jest generatorem jednostajnie ciagtej potgrupy (7 (t))e>o0-
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Przypadek 3: A € B(X)

{ X (t) = Ax(t) "

x(0) = xo

Twierdzenie

| Operator A jest generatorem jednostajnie ciagtej potgrupy (7 (t))e>o0-
Pétgrupa (T (t))e>o0 jest dana wzorem
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Przypadek 3: A € B(X)

{ X (t) = Ax(t)

x(0) = xo

(%)

Twierdzenie

| Operator A jest generatorem jednostajnie ciagtej potgrupy (7 (t))e>o0-

Pétgrupa (T (t))e>o0 jest dana wzorem

Rozwigzanie zagadnienia (*) jest dane wzorem

x(t) = T(t)xo = ePxo.
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Przypadek 3: A € B(X)

{ X (t) = Ax(t)

x(0) = xo

(%)

Twierdzenie

| Operator A jest generatorem jednostajnie ciagtej potgrupy (7 (t))e>o0-

Pétgrupa (T (t))e>o0 jest dana wzorem

Rozwigzanie zagadnienia (*) jest dane wzorem

x(t) = T(t)xo = ePxo.

Brak ogdlnej metody na znalezienie e®.
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Z/ta wiadomos¢

Twierdzenie

Operator liniowy A jest generatorem jednostajnie ciagtej potgrupy (T (t))¢>0 wtedy i tylko
wtedy, gdy jest operatorem ograniczonym. Woéwczas

(o]

naAn
T(t):etA:ZtA

n!
n=0
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Réwnanie czastkowe jako réwnanie zwyczajne?

dru(x, t) = —0xu(x, t) (%)

Rozwigzanie — funkcja dwéch zmiennych (x, t), przy czym dla ustalonego t € R, u(x, t) jest
funkcja jednej zmiennej — x.
B (x,t)— u(x,t)

Bt u(t) = u(x, t)
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Réwnanie czastkowe jako réwnanie zwyczajne?

dru(x, t) = —0xu(x, t) (%)

Rozwigzanie — funkcja dwéch zmiennych (x, t), przy czym dla ustalonego t € R, u(x, t) jest
funkcja jednej zmiennej — x.

B (x,t)— u(x,t)

Bt u(t) = u(x, t)

u(t) — funkcja zmiennej x, tj. u(t) € X, gdzie X jest pewng przestrzenig funkcyjnag
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Réwnanie czastkowe jako réwnanie zwyczajne?

dru(x, t) = —0xu(x, t) (%)
Rozwigzanie — funkcja dwéch zmiennych (x, t), przy czym dla ustalonego t € R, u(x, t) jest
funkcja jednej zmiennej — x.
B (x,t)— u(x,t)

Bt u(t) = u(x, t)
u(t) — funkcja zmiennej x, tj. u(t) € X, gdzie X jest pewng przestrzenig funkcyjnag

W ten sposdb réwnanie czastkowe (*) mozna zapisac jako réwnanie zwyczajne w przestrzenti
Banacha X. Np.:
X=C(0,1), A:=-0,, DA =C0,1).
Woéwczas
d

Oru(x, t) = —0xu(x, t) — Iu(t) = Au(t).
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Abstrakcyjne zagadnienie Cauchy'ego

Niech A: X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym.

Zagadnienie
{ u'(t) = Au(t),

U(O) = X0,

nazywamy abstrakcyjnym zagadnieniem Cauchy'ego.

24/n, n>24



Abstrakcyjne zagadnienie Cauchy'ego

Niech A: X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym.

Zagadnienie
{ u'(t) = Au(t),

U(O) = X0,

nazywamy abstrakcyjnym zagadnieniem Cauchy'ego.

B Zagadnienie to jest dobrze postawione wtedy i tylko wtedy, gdy A jest generatorem
Co-potgrupy, ALE
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Abstrakcyjne zagadnienie Cauchy'ego

Niech A: X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym.

Zagadnienie
{ u'(t) = Au(t),

U(O) = X0,

nazywamy abstrakcyjnym zagadnieniem Cauchy'ego.

B Zagadnienie to jest dobrze postawione wtedy i tylko wtedy, gdy A jest generatorem
Co-potgrupy, ALE

operator A jest z natury rzeczy nieograniczony, zatem
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Abstrakcyjne zagadnienie Cauchy'ego

Niech A: X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym.

Zagadnienie
{ u'(t) = Au(t),

U(O) = X0,

nazywamy abstrakcyjnym zagadnieniem Cauchy'ego.

Zagadnienie to jest dobrze postawione wtedy i tylko wtedy, gdy A jest generatorem
Co-potgrupy, ALE

-]

operator A jest z natury rzeczy nieograniczony, zatem

A nie moze byc generatorem jednostajnie ciggtej pétgrupy.
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Abstrakcyjne zagadnienie Cauchy'ego

Niech A: X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym.

Zagadnienie

{ u'(t) = Au(t),

U(O) = X0,

nazywamy abstrakcyjnym zagadnieniem Cauchy'ego.

Zagadnienie to jest dobrze postawione wtedy i tylko wtedy, gdy A jest generatorem
Co-potgrupy, ALE
operator A jest z natury rzeczy nieograniczony, zatem
A nie moze byc generatorem jednostajnie ciggtej pétgrupy.
Dlaczego A: X D D(A) - X anie A: Y — X (tak, aby A byt operatorem
ograniczonym)?
Np.
X =C(0,1), A:=-9, D(A) =CY0,1)
zamiast

A:=-0d,, A:CY0,1)— C(0,1)?
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Jak wygenerowa¢ pétgrupe, tj. majac dany operator A otrzymac (T (t))¢>0?

25/n, n>25



Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Jak wygenerowa¢ pétgrupe, tj. majac dany operator A otrzymac (T (t))¢>0?

& nAn
mT()=) 557
n=0
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Jak wygenerowa¢ pétgrupe, tj. majac dany operator A otrzymac (T (t))¢>0?

& nan . . . . . '3
mT(t)= ) % ? - dla operatora nieograniczonego nie mozna oczekiwac
n=0

zbieznosci tego szerequ
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

A Jezeli A€ R, to
n —n
e = lim (1+é) = lim (l—é)
n

n—o0 n—o0 n

26/n, n>26



Przypadek 4: A — operator nieograniczony

A Jezeli A€ R, to
n —n
e = lim (1+é) = lim (l—é)
n

n—o0 n—o0 n

Moze zatem

T(t) = lim (1—ﬁ)7n?

n—00 n
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

H Jezeli A€ R, to
n —n
e = lim (1+é) = lim (1—A)
n

n—o0 n—o0 n

Moze zatem N
tA\ "~
T(t) = lim (1——) ?

n—00 n

Znéw potegi operatora nieograniczonego, ale

(-2) = (A

n
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Operator rezolwenty
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Operator rezolwenty

Dla operatora A: X D D(A) — X definiujemy zbior rezolwenty

p(A) :={reC: A —AeBX)}

27/n, n>27



Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Operator rezolwenty

Dla operatora A: X D D(A) — X definiujemy zbior rezolwenty
p(A)={reC: (Al - Ale B(X)}
oraz operator rezolwenty wzorem

R(A A):= (Al — AL, Xe p(A).
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Operator rezolwenty

Dla operatora A: X D D(A) — X definiujemy zbior rezolwenty
p(A)={reC: (Al - Ale B(X)}
oraz operator rezolwenty wzorem

R(A A):= (Al — AL, Xe p(A).

Woéwczas
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Operator rezolwenty

Dla operatora A: X D D(A) — X definiujemy zbior rezolwenty
p(A) = {AeC: (A - A eBX)}

oraz operator rezolwenty wzorem
R(A A):= (Al — AL, Xe p(A).

Woéwczas ne Y
) "= (220 ) = (3m (2
i stad
rie= g, [ 25 (2.4)) '

Byt to pomyst E. Hille'a.
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Przyblizy¢ operator A ciagiem (A,)nen operatoréw ograniczonych i liczyé na to, ze
T(t) = lim e,

Byt to pomyst K. Yosidy.

28/n, n>28



Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Przyblizy¢ operator A ciagiem (A,)nen operatoréw ograniczonych i liczyé na to, ze
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Byt to pomyst K. Yosidy.

m A, :=n?R(n, A)— nl € B(X) - aproksymacje Yosidy
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Przyblizy¢ operator A ciagiem (A,)nen operatoréw ograniczonych i liczyé na to, ze
T(t) = lim e,

Byt to pomyst K. Yosidy.

m A, :=n?R(n, A)— nl € B(X) - aproksymacje Yosidy

m T,(t)=ePn =Y :"n;!\g — jednostajnie ciagta pétgrupa
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Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Przyblizy¢ operator A ciagiem (A,)nen operatoréw ograniczonych i liczyé na to, ze
T(t) = lim e,

Byt to pomyst K. Yosidy.

m A, :=n?R(n, A)— nl € B(X) - aproksymacje Yosidy

m T,(t)=ePn =Y :"n;!\g — jednostajnie ciagta pétgrupa

m T(t):= lim T,(t) — Co-potgrupa
n—0c0

28/n, n>28



Przypadek 4: A — operator nieograniczony

Przyblizy¢ operator A ciagiem (A,)nen operatoréw ograniczonych i liczyé na to, ze
T(t) = lim e,

Byt to pomyst K. Yosidy.

m A, :=n?R(n, A)— nl € B(X) - aproksymacje Yosidy

m T,(t)=ePn =Y :"n;!\g — jednostajnie ciagta pétgrupa

m T(t):= lim T,(t) — Co-potgrupa
n—0c0

Zatem Cp-potgrupa jest ,granica funkcji wyktadniczych”.
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Twierdzenie Hille'a-Yosidy

Przypadek kontrakji
Operator liniowy A : X D D(A) — X w przestrzeni Banacha X jest generatorem
Co-potgrupy kontrakcji, tj. poétgrupy spetniajacej warunek

[T <1 t=>o0,

wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa nastepujace warunki:
(i) A jest operatorem domknietym,
(1) D(A) jest gestym podzbiorem X,

(it} (0,00) C p(A),

(iv) dla kazdego A € p(A) zachodzi

IR, Al

IN
> =
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Twierdzenie Hille'a-Yosidy

Przypadek ogélny
Operator liniowy A : X D D(A) — X w przestrzeni Banacha X jest generatorem
Co-potgrupy (T (t)):>0 spetniajacej oszacowanie

IT@)| < Me™, t>o0,

wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa nastepujace warunki:
(i) A jest operatorem domknietym,
(1) D(A) jest gestym podzbiorem X,

(iit) (w, 00) C p(A),

(iv) dla kazdego A € p(A) i n € N zachodzi

M
1R A7 < =

30/n, n>30



Podsumowanie

Czy rozwigzanie zagadnienia
{ X' (t) = Ax(t)

x(0) = xo

zawsze istnieje?

AER v
A€ M,(R) v
A€ B(X) v

X

A — nieograniczony A musi by¢ generatorem poétgrupy
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Podsumowanie

Czy rozwigzanie zagadnienia

zawsze istnieje?

AeR
A e M,(R)
A€ B(X)

A — nieograniczony X A musi by¢ generatorem pétgrupy

Jezeli rozwigzanie istnieje, to w kazdym przypadku jest dane w postaci
x(t) = T(t)xo, t>0,

gdzie (T (t))+>0 jest silnie/jednostajnie ciagta pétgrupa operatoréw liniowych i ogranic-
zonych.
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Podsumowanie

Czy rozwiazanie jest klasyczne (klasy C! wzgledem t)?

AcR v
A€ M,(R) v
A e B(X) v
A — nieograniczony jezeli xo € D(A)
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Podsumowanie

Czy zagadnienie

jest dobrze postawione dla t < 0?

AeR v
A€ M,(R) v
A e B(X) v

A — nieograniczony A musi by¢ generatorem grupy
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Podsumowanie

tl;lr(?+ || T(t)x — x|| =0

AeR v
A€ M,(R) v
A e B(X) v

v

A — nieograniczony
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Podsumowanie

lim T —1]=0

AeR v
A€ M,(R) v
A e B(X) v

X

A — nieograniczony
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Podsumowanie

Jawny wzér na (T(t))e>0?

AeR v
A e My(R) v
A e B(X) czasami

A — nieograniczony czasami
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Podsumowanie

d

- T(E)x

dt t=0
AcR Ax
A€ My(R) Ax
A€ B(X) Ax

A — nieograniczony Ax dla x € D(A)
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