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Entropia

Rudolf Clausius (1854): termodynamika
‘en” = w + “tropia” = przeksztatcenie
Entropia - “miara chaosu”

Jezeli uktad termodynamiczny przechodzi od jednego stanu
réwnowagi do drugiego, bez udziatu czynnikdéw zewnetrznych,
to jego entropia zawsze rosnie.



Uktady dynamiczne

Matematyczna teoria uktadéw dynamicznych, zapoczatkowana
przez Poincarégo pod koniec XIX i na poczatku XX wieku

» X — przestrzen fazowa wyposazona w pewna strukture
(np. topologig lub o-ciato zbioréw mierzalnych)

» czas — grupa (potgrupa) przeksztatcen X w siebie, ktore
zachowujg te strukture

Klasyczny przypadek: (X, T)
O(x) = {T"(X) } neny(z) — orbita (trajektoria) punktu



Uktady dynamiczne

» Uktad dynamiczny teoriomiarowy (metryczny)

(X, A, u) — przestrzen miarowa (najczesciej
probabilistyczna)

T — przeksztatcenie mierzalne zachowujace miare p
((T71(A)) = u(A)
» Uktad dynamiczny topologiczny

X — zwarta przestrzen topologiczna (najczesciej
metryczna)

T: X - X — przeksztatcenie ciggte



Dynamika symboliczna



Dynamika symboliczna



Dynamika symboliczna

w



Dynamika symboliczna

w



Dynamika symboliczna



Dynamika symboliczna




Dynamika symboliczna




Dynamika symboliczna




Dynamika symboliczna

X < (.12343..))



Dynamika symboliczna

X <> (.12343..))
T(x) <> o(.12343...) = (.2343..))



Dynamika symboliczna

X — (.12343..))
T(x) < 0(.12343...) = (.2343...)
Hadamard (1898)



Dynamika symboliczna
{0,1,...,m-1} — alfabet
Sm={0,...,m-1N
X=(Xn),¥ =(¥n) € Zm, d(x,y) =27, gdzie | = min{i: x; # y;}.
0:Xm—=>Xm, (0(X))n = Xns1
#(.01001...) = (.1001...)
p=Po,-...Pm-1), Pi 20, ¥  pi=1- miarana{0,...,m-1};
ip — Miara produktowa na X,
Cylindry [.i] = {x e X : Xo = i} (pierwszej generaciji)
up(([.11) = p
[o--.in]={XxeXm:Xo=1o,--.,Xn=In}
tp([-lo - in]) = PP,
1p([00]) = B8, 1ip([.01]) = o ([10]) = popr,  p([.11]) = P2



X — zbi6ér mozliwych wynikow eksperymentu, C — zdarzenie
losowe, 1 — prawdopodobienstwo.

Funkcja informacji zdarzenia C:

I(C) = —log 1u(C).

Witasnosci funkcji informaciji:

» /(C) > 0 dla kazdego zdarzenia C;

» im mniejsze prawdopodobienstwo C tym wiecej informacji
otrzymujemy w przypadku zdarzenia C;

» /(X)=0;

» Dla niezaleznych zdarzen Ci D (czyli
uw(Cn D) =pu(C)u(D)) informacja jest addytywna:
I(CnD)=1(C)+I(D).

Z doktadno$cig do statej —log 11(C) jest jedyng taka funkcja.



Entropia metryczna (teorio-miarowa)

Entropia rozbicia

Entropia rozbicia = ile Srednio dostajemy informac;ji z rozbicia
(entropia Shannona).

(X, B, u) — przestrzen z miarg probabilistyczna.

£={Cy,...,Cp} — rozbicie X na zbiory mierzalne.
n
H(&) =~ 1(Ci) log u(Cy)
i=

Przyjmujemy 0log 0 = 0 (zgodnie z granica Iim+ plogp =0).

H(&) = - [y logm(x,€&) du, gdzie m(x, &) jest miarg elementu &,
ktory zawiera x.

Funkcja (-x) log x jest wklgsta na przedziale [0,1].



Entropia metryczna

£={C1,...,Cp} H(&)=-XLy u(Ci)logu(C;)
Wiasnosci entropii rozbicia
(i) H(&)20; H(§) =0 = &£ ={X]}.
(i) & <n (rozbicie n jest drobniejsze od §) = H(&) < H(n);
H(&) = H(n) < &{=n.

(iii)y H(&) < logn; H(&) =logn <= u(C;) = 1 dla kazdego
i=1,...,n.

(iv) n={D1,...,Dm}, {vn={CinD;,Cie&,Djen}
H(¢vn) <H(&) + H(n); dla rozbi¢ niezaleznych
(1(Cin Dp) = u(C)u(Dy)): H(E v n) = H(E) + H(n).

Te wtasnosci determinujg posta¢ wzoru na entropie rozbicia.



Entropia metryczna odwzorowania wzgledem rozbicia

Kotmogorow-Sinaj (1958-1959)

(X, B, T, ) — uktad dynamiczny metryczny

¢ ={Cy,...,Cp} —rozbicie X na zbiory mierzalne
T4 ={T (Cy),..., TH(Cn)}

n={Dy,...,Dn}, Evn={CinD;,Cje& Djen}
E=¢vT O v...vT (1)

H(T(€)) = H(¢) oraz H(™) < H(E™) + H(E")
Ciag entropii H({") jest podaddytywny, zatem istnieje

. 1 ny _ - 1 n
h(T,€) = lim —H(") = inf ~H(E)

Interpretacja: graniczny $redni przyrost informacji uzyskanej w
jednym kroku ewoluciji



Entropia metryczna (teorio-miarowa)

(X, B, T, ) — uktad dynamiczny metryczny
h,(T) =sup{h(T,&): & —skonczone mierzalne rozbicie X}
h,(T) € [0, oo]

Jesli dwa uktady metryczne (X, B, T,u)i(Y,A,S,v) sa
izomorficzne, to h,(T) = h,(S)



Przesuniecie Bernoulli’'ego (entropia metryczna)

Zm={0,...,m—1}N,UZZm—>Zm, (U(X))n=Xn+1
p=(Po--Pm1), 2" pi = 1; up miara produktowa na ¥,

¢=A{[.i],i=1,...,m} —rozbicie generujace

m-1
hu,(0) =H(&) == > pilogpi
i=0

3=
~

Najwigksza entropia h,,(c) =logmdla p = (15, ceey



Przyktady

Ornstein (1970): dwa uktady Bernoulli’'ego sg izomorficzne
wtedy i tylko wtedy, gdy majg réwne entropie.

Na przykfad przesunigcia Bernoulliego z wagami (%, %) iz
wagami (3,1, 1) nie sa izomorficzne, bo majg rozne entropie
(log2ilog3).

Przesunigcia Bernoulliego z wagami (1,3, 1, ) i z wagami
1111 1

(3.3 3-8 ) sa izomorficzne, bo maja entropie 2log 2.



Entropia topologiczna

Entropia pokrycia

(X, d) — zwarta przestrzen metryczna

U, vV — otwarte pokrycia X
Uvv={UnV:Uel,VeV}

N(U) — minimalna liczba elementéw skorczonego
podpokrycia U

1 1

H() = 1og NQU) = -N(U) 75 108 Js




Entropia topologiczna

Adler-Konheim-McAndrew (1965)
T: X - X — ciaggte odwzorowanie

U — otwarte pokrycie X
T ') ={T Y U): U}, N(T'U))<NWU)

n-1 .
ur=\ 1
I=

1
h(T.U) = lim —H(U")

h(T) =sup{h(T,U):U - otwarte pokrycie X}



Entropia topologiczna

Dinaburg (1970), Bowen (1971)

oh(x,y) = max_d(T¥(x), T*(y)

di=d
{dh}72 4 sg rbwnowaznymi metrykami na X
T o T4
o ' 9) T'S(x)
X . T .
L]
° ®
’ Yoy
4 | T T;(g)
'T[Aa) ° "T/’l'}])

dy, jest odlegtoscig pomiedzy segmentami orbit x i y



Entropia topologiczna

N(T,r,n) — maksymalna liczba segmentow orbit dtugosci n,
ktére sg odroznialne z doktadnoscig do r

Rozwazamy wyktadnicza predko$¢ wzrostu N(T,r, n):

h(T,r) —I|msup1 log N(T,r,n)

n—oo

h(T) = lim (T, )

Jesli (Xj,dy), (X2, db) sg przestrzeniami metrycznymi
zwartymi, T: X - X, S: Y — Y sa sprzezone topologicznie, to
h(T) = h(S).



Przyktady

» Niech T: X — X bedzie izometrig (na przyktad obrotem na
okregu). Wéwczas
h(T)=0

» Przesuniecie Bernoulliego
Zm: {07,m—1}N, O—:Zm_) Zm, (U(X))n:Xn+1

h(o) =logm



Zwigzek migedzy entropig metryczng a topologiczng

Twierdzenie (Krytow-Bogolubow (1937))

Kazdy homeomorfizm T zwartej przestrzeni metrycznej X
posiada probabilistyczng borelowskg miare niezmienniczg.

Niech M 1(X) — zbiér wszystkich probabilistycznych
borelowskich miar niezmienniczych dla T.

Dla kazdej € M(T): (X, B, T,u) — uktad teorio-miarowy.

Twierdzenie (Zasada waryacyjna (Goodwyn, Dinaburg,
Goodman, 1969-1971))
Niech T — homeomorfizm zwartej przestrzeni metrycznej X.
Wtedy

h(T) = sup{h.(T): pp e M7(X)}



Chaos deterministyczny

Chaos: duza wrazliwo$é na dowolnie mate zaburzenie
warunkow poczatkowych.

Edward Lorenz (1963): modele prognozowania pogody
(niewielka zmiana w jednym z punktéw atmosfery moze by¢
przyczyng wielkich zmian w innym jej obszarze).

“Efekt motyla”: “Nawet ruch skrzydet motyla w Singapurze
moze wywotac burze nad Karoling P6tnocng w USA”.

Znikoma réznica moze po diuzszym czasie urosng¢ do
dowolnie duzych rozmiaréw. Model deterministyczny w dtuzszej
skali czasowej wydaje sie zachowywac¢ w sposob losowy.



Chaos Li-Yorke’a

Li, York (1975): chaotyczne odwzorowania odcinka

(X, T) topologiczny uktad dynamiczny: (X, p) zwarta
przestrzen metryczna, T: X — X odwzorowanie surjektywne i
ciggte.

(X, T) jest chaotyczny w sensie Li-Yorke’a, jezeli istnieje
nieprzeliczalnzy podzbiér Y c X taki, ze dla kazdych x,y € Y:

limsup(T"(x), T"(y)) =6 > 0 Aliminf(T"(x), T"(y)) = 0.

n—oo

Blanchard-Glasner-Kolyada-Maas (2001):
dodatnia entropia topologiczna = chaos Li—Yorke’a



Dziekuje za uwage!



