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Czemu (i czy aby na pewno) “ahistorycznie™?

e |FSy (lterated Function Systems) to klasa “fraktalnych” zbiorow, ktérych

formalna definicja pojawita sie dopiero w 1981 roku w ksigzce Hutchinsona
o przyktadami IFS6w sg jednak znane i wazne (chocby z punktu widzenia topologii czy teorii
mnogosci) zbiory takie jak zbiér Cantora (1883/1875) czy trojkat/dywan Sierpinskiego (1915)
e (prosta) konstrukcja zbioru Mandelbrota (ur. 1924 Warszawa, zm. 2010

Cambridge) zostata niego opublikowana w 1982 roku
o kwestia autorstwa tej konstrukcji byta przedmiotem sporu, podobno w 1979 roku John
Hubbard podczas odwiedzin w IBM pokazat Mandelbrotowi, jak zaprogramowac cos co rok
pozniej znane byto jako zbiér Mandelbrota
o do definicji zbioru M uzywa sie pojecia zbioru Julii, ktéry razem z Fatou, ktoérzy na przetomie
XIX i XX wieku rozwijali dziat matematyki nazywany dzis dynamikg holomorficzng



Gaston Julia (i Gustaw Herglotz)




Skad zatem ten tytut?

“Kierunek implikacji” w tytule odpowiada ni mniej ni wiecej tylko historii... mojej.



“Historia lokalna”
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Co to jest fraktal?



Co to jest fraktal?

fraktal «figura geometryczna, ktorej mate fragmenty ogladane w
powiekszeniu wygladajg tak samo jak cata figura»

« fraktalny



Co to jest fraktal?
Fraktal [edytui]

Fraktal (fac. fractus — ztamany, czastkowy, utamkowy) w znaczeniu potocznym oznacza zwykle obiekt
samopodobny (tzn. taki, ktérego czesci sa podobne do catosci)l'l albo  nieskoriczenie ztozony”

(ukazujacy coraz bardziej ztozone detale w dowolnie wielkim powiekszeniu). Ze wzgledu na olbrzymig
roznorodnos¢ przyktadow matematycy obecnie unikajg podawania Sciste] definicji | proponuja okreslac
fraktal jako zbidr, ktory posiada wszystkie ponizsze charakterystyki albo przynajmniej ich wiekszoéé[Z]:

* ma nietrywialng strukture w kazdej skali,

o struktura ta nie daje sie tatwo opisac¢ w jezyku tradycyjnej geometrii euklidesowej, -al - — =
» jest samopodobny, jesli nie w sensie doktadnym, to przyblizonym lub stochastycznym,

* jego wymiar Mdorﬁa jest wiekszy niz jego wymiar topologiczny,

* ma wzglednie prosta definicje rekurencyjna,

e ma naturalny (,poszarpany”, kiebiasty” itp.) wyglad.

Historia [edytuj| edytujkod]

Pojecie fraktala zostato wprowadzone do matematyki przez Benoit Mandelbrota w latach 70. XX wieku.



Przyktad pierwszy: zbior Cantora (i jego wymiary)
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Wymiar topologiczny (maty, Mengera-Uryhsona)

Niech X bedzie przestrzenig regularng. Maty wymiar indukcyjny przestrzeni X oznaczany symbolem ind X. Maty
wymiar indukcyjny jest liczbg catkowitg nie mniejszg od -1 lub nieskonczonoscig. Okresla sie go za pomocg

indukcyjnej definicji, wyrazonej w ponizszych czterech warunkach:
(MU indX =—-1 <— X =0

(MU2) ind X < n (dlan > 0), jesli dla kazdego punktu € X oraz jego dowolnego otoczenia V' C X istnieje
zbior otwarty U C X taki,ze x € U C VorazindoU < n —1

(MU3) ind X = n, gdy indX < n oraz nie zachodzi indX < n —1

(MU4) ind X = oo, gdy dla zadnegon = —1,0, 1, ... nie jest prawda, ze ind X < n



Zbior Cantora i jego wymiar topologiczny

1. Zbior Cantora ma (przeliczalng) baze topologii, ztozong ze “podzbiorow
Cantora”, ktore sg zbiorami otwarto-domknietymi.

2. Woynika z tego, ze kazdy punkt zbioru Cantora ma “dowolnie mate” otoczenie
otwarto-domkniete.

3. Brzegiem zbioréw otwarto-domknietych jest zbior pusty.

4. Ztego zas wynika, ze zbior Cantora ma wymiar topologiczny réwny 0!



Wymiar pudetkowy (Kotmogorowa)

Wymiarem pudetkowym d zbioru A nazywamy granice
log N(¢)
L S o
=0 log(1/e)

gdzie N(g) to najmniejsza liczba zbioréw o srednicy €, potrzebna do pokrycia zbioru A



Wymiar pudetkowy zbioru Cantora

Zbior Cantora dla dowolnej liczby naturalnej n w naturalny sposoéb rozbija sie na 2"
podzbioréw o srednicy 1/3".

tatwo zatem widac, ze jego wymiar pudetkowy wynosi

d—fim 08 Ne) _ o log2" . log2" —
0 log(l/e) n==log (1/(L)n) nlogd  n=nlogd  log3

nlog2 log2

Oczywiscie 0 < d < 1, wiec wymiar pudetkowy jest niecatkowity i wiekszy od
wymiaru topologicznego.



Przyktad drugi: trojkat Sierpinskiego




Przyktad drugi: trojkat Sierpinskiego

Wymiar topologiczny jest rowny 1

log

J

Wymiar pudetkowy to d =

\J

l(gu

Oczywiscie 1<d<2.




Przyktad trzeci: krzywa Kocha

sidérer comme positif le cbté laissé & gauche quand on parcourt le segment Ory glnalna
dans le sens positif. Pour abréger, nous désignons par ¢ cette opération konstrukcja
au moyen de laquelle on passe d'un segment rectiligne 4B & la ligne po- Kocha
lygonale ACDEB déviant de 4B vers le c0té positif.
0
A c E B
Fig. 1.




Peitgen H. - Granice chaosu. Fraktale. Czes¢ 1.pdf - Adobe Acrobat Reader DC (32-bit)
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przy prébach doglebnego zrozumienia poje¢ podstawowych
(takich jak np. ,ciaglos¢” czy ,krzywa”). Zbiér Cantora,
dywan Sierpinskiego i gabka Mengera sg szczegdlnie waznymi
przyktadami dzigki ich glebokim korzeniom i podstawowe]
roli, jaka odegraly w rozwoju wczesnej topologii.

Nawet w kregach matematykow ich glebokie znaczenie Wynaturzenie
sie nieco zatracilo — nie byly one postrzegane jako ksztalty czy typowosé?
typowe, a raczej jako ksztalty przejawiajace odchylenia od
normalnych struktur. Mandelbrot udowodnit pézniej, ze te
»weczesne” matematyczne fraktale maja wiele cech wspdlnych
z ksztaltami, ktére mozna znalez¢ w naturze. Stad wziat sie
tytul jego ksigzki, opublikowanej w 1982 r., The Fractal Ge-
ometry of Nature (Fraktalna geometria natury).! Mozemy
zatem powiedzie¢, ze Mandelbrot odwrécit oficjalng inter-
pretacje i ocene tych fantastycznych obiektéw do géry no-
gami. W rzeczywistosci zrobil on o wiele wiecej. Takie
struktury jak zbidr Cantora istnialy juz wcze$niej. Ale to
Mandelbrot stworzyl jezyk, ktéry umozliwil integracje wszy-
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Pierwsze uogolnienie: od Cantora i Sierpinskiego do IFSow

Kopiarka
wielokrotnie
redukujaca

kopiarka z trzema
soczewkami




Prostokat pod
dzialaniem
KWR




Dzialanie KWR o
na skrot .
e L S TR =Y
NCTMNCTM renibcrmcriery cte, %,

-9 2




Czas na prawdziwg
matematykel!ll



Metryka Hausdorffa dla mitosnikow definicji

Definicja [edytuj| edytuj kod]

Niech (X, d) bedzie dowolna przestrzenia metryczna zupeina, a H(X) przestrzenia, ktérej elementami sg zwarte i
niepuste podzbiory przestrzeni X. Niech A i B beda elementami przestrzeni H (X ), a x, y elementami przestrzeni X,
przy czymax € A, y € B. Wyrazenia:

d(z, B) = inf{d(z,y):y € B}

d(y, A) = inf{d(z,y): z € A}
oznaczaja odpowiednio odstep punktu z od zbioru B i odstep punktu y od zbioru A. Z kolei wyrazenia:

d(A, B) = sup{d(z, B):x € A}

(B, A) = sup{d(y, A):y € B}
oznaczaja odpowiednio odstep zbioru A od zbioru B i odstep zbioru B od zbioru A.
Metryka Hausdorffa nazywamy funkcje h: H(X) x H(X) — [0; co) okreslona wzorem(l[21[3]:

h(A, B) = max{4(A, B),§(B, A)}



Metryka Hausdorffa dla ludzi (?)

« Alternatywnie, metryke Hausdorffa mozna zdefiniowaé w jezyku e-otoczen. Dla danego zbioru Aie > 0
oznaczamy B(:c, e) kule o srodku & i promieniu € oraz okreslamy
A= B(z, ).
zEA

Waéwczas metryke Hausdorffa mozemy przedstawié¢ w postaci wyrazenia:

h(A,B) = inf{e: B C A. oraz A C B.}.



Wazna wiasnos¢ metryki Hausdorffa

¢ Przestrzen (H (X ), h), z wprowadzong metrykg Hausdorffa h jest przestrzenig metryczng zupetng wtedy i
tylko wtedy, gdy X jest zupetnallll2]i4].



Operator Hutchinsona

Dla dowolnej przestrzeni Xi zbioru przeksztatcen f. definiujemy operator H na
zwartych podzbiorach przestrzeni X

N
m&=Um&

Okazuje sie, ze jesli przeksztatcenia f sg zwezajgce, to operator H tez jest
zwezajacy!

Z tw. Banacha o punkcie statym, H ma dokfadnie jeden punkt staty!

Ten operator mozna uogolniac.

Przyktadowo, zamiast podzbioréw X mozemy go stosowac na przestrzeni
obrazow i dojs¢ w ten sposob np. do kompresiji fraktalnej.



AND NOW

FOR SOMETHING

COMPLETELY
DIFFERENT.
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Whatsthethelllis this?




Dynamika zespolona

Tak jak wspomniano, na przetomie XIX i XX wieku, Pierre Fatou i Gaston Julia
stworzyli podstawy dziedziny matematyki, ktérg dzis nazywamy dynamikag
zespolona.

Motywacje do jej rozwijania znajdziemy m.in. w analizie numerycznej (metody
iteracyjne, np. metoda Netwona), ale dzis jest to juz zupetnie niezalezna dziatka
aktywnosci matematycznej, bedgca czescig jej gatezi, okreslanej jako ukfady
dynamiczne.



Uktady dynamiczne

Niech T: X—X bedzie endomorfizmem przestrzeni X.

lteracje T" dla n naturalnych tworzg poétgrupe z operatorem sktadania

przeksztatceno .
Jesli T jest odwracalne, to mozemy rozwazaé¢ grupe T' dla dowolnych i

catkowitych.

Szczegolnie bedg nas interesowaty orbity punktow xeX, czyli ciggi
punktow T"(x) oraz ich wiasnosci (przede wszystkim zbieznosc).



Przyktad (bardzo) prosty i (bardzo) wazny

f(z)=24

A co jesli zaburzymy nieco funkcje 7



A co z wymiarami?



A gdzie IFSy?

Przeksztalcenie
nieliniowe

T 1o




Jak to jeszcze dalej uogolnic?

Sfera Riemanna -> Przestrzen rzutowa CP1 -> CPk



