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● IFSy (Iterated Function Systems) to klasa “fraktalnych” zbiorów, których 
formalna definicja pojawiła się dopiero w 1981 roku w książce Hutchinsona

○ przykładami IFSów są jednak znane i ważne (choćby z punktu widzenia topologii czy teorii 
mnogości) zbiory takie jak zbiór Cantora (1883/1875) czy trójkąt/dywan Sierpińskiego (1915)

● (prosta) konstrukcja zbioru Mandelbrota (ur. 1924 Warszawa, zm. 2010 
Cambridge) została niego opublikowana w 1982 roku

○ kwestia autorstwa tej konstrukcji była przedmiotem sporu, podobno w 1979 roku John 
Hubbard podczas odwiedzin w IBM pokazał Mandelbrotowi, jak zaprogramować coś co rok 
później znane było jako zbiór Mandelbrota

○ do definicji zbioru M używa się pojęcia zbioru Julii, który razem z Fatou, którzy na przełomie 
XIX i XX wieku rozwijali dział matematyki nazywany dziś dynamiką holomorficzną

Czemu (i czy aby na pewno) “ahistorycznie”?



Gaston Julia (i Gustaw Herglotz)



Skąd zatem ten tytuł?

“Kierunek implikacji” w tytule odpowiada ni mniej ni więcej tylko historii… mojej.



“Historia lokalna”



“Historia lokalna”



“Historia lokalna”



“Historia lokalna”



Co to jest fraktal?



Co to jest fraktal?



Co to jest fraktal?



Przykład pierwszy: zbiór Cantora (i jego wymiary)



Wymiar topologiczny (mały, Mengera-Uryhsona)



Zbiór Cantora i jego wymiar topologiczny

1. Zbiór Cantora ma (przeliczalną) bazę topologii, złożoną ze “podzbiorów 
Cantora”, które są zbiorami otwarto-domkniętymi.

2. Wynika z tego, że każdy punkt zbioru Cantora ma “dowolnie małe” otoczenie 
otwarto-domknięte.

3. Brzegiem zbiorów otwarto-domkniętych jest zbiór pusty.
4. Z tego zaś wynika, że zbiór Cantora ma wymiar topologiczny równy 0!



Wymiar pudełkowy (Kołmogorowa)

gdzie N(ε) to najmniejsza liczba zbiorów o średnicy ε, potrzebna do pokrycia zbioru A



Wymiar pudełkowy zbioru Cantora

Zbiór Cantora dla dowolnej liczby naturalnej n w naturalny sposób rozbija się na 2n 
podzbiorów o średnicy 1/3n.

Łatwo zatem widać, że jego wymiar pudełkowy wynosi

Oczywiście 0 < d < 1, więc wymiar pudełkowy jest niecałkowity i większy od 
wymiaru topologicznego.



Przykład drugi: trójkąt Sierpińskiego



Przykład drugi: trójkąt Sierpińskiego

Wymiar topologiczny jest równy 1

Wymiar pudełkowy to 

Oczywiście 1<d<2.



Przykład trzeci: krzywa Kocha





Pierwsze uogólnienie: od Cantora i Sierpińskiego do IFSów







Czas na prawdziwą 
matematykę!!!



Metryka Hausdorffa dla miłośników definicji



Metryka Hausdorffa dla ludzi (?)



Ważna własność metryki Hausdorffa



Operator Hutchinsona

● Dla dowolnej przestrzeni X i zbioru przekształceń fi definiujemy operator H na 
zwartych podzbiorach przestrzeni X

● Okazuje się, że jeśli przekształcenia f są zwężające, to operator H też jest 
zwężający!

● Z tw. Banacha o punkcie stałym, H ma dokładnie jeden punkt stały!
● Ten operator można uogólniać.

Przykładowo, zamiast podzbiorów X możemy go stosować na przestrzeni 
obrazów i dojść w ten sposób np. do kompresji fraktalnej.











Dynamika zespolona

Tak jak wspomniano, na przełomie XIX i XX wieku, Pierre Fatou i Gaston Julia 
stworzyli podstawy dziedziny matematyki, którą dziś nazywamy dynamiką 
zespoloną.

Motywacje do jej rozwijania znajdziemy m.in. w analizie numerycznej (metody 
iteracyjne, np. metoda Netwona), ale dziś jest to już zupełnie niezależna działka 
aktywności matematycznej, będąca częścią jej gałęzi, określanej jako układy 
dynamiczne.



Układy dynamiczne

Niech T: X→X będzie endomorfizmem przestrzeni X.

Iteracje Tn dla n naturalnych tworzą półgrupę z operatorem składania 
przekształceń   ⃘.
Jeśli T jest odwracalne, to możemy rozważać grupę Ti dla dowolnych i 
całkowitych.

Szczególnie będą nas interesowały orbity punktów x∊X, czyli ciągi 
punktów Tn(x) oraz ich własności (przede wszystkim zbieżność).



Przykład (bardzo) prosty i (bardzo) ważny

f(z)=z2

A co jeśli zaburzymy nieco funkcję f?



A co z wymiarami?



A gdzie IFSy?



Jak to jeszcze dalej uogólnić?

Sfera Riemanna -> Przestrzeń rzutowa CP1 -> CPk


