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Zadanie

Ktéra liczba jest wieksza?

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 2 /29



Zadanie

Ktéra liczba jest wieksza?

24+10+8+14+7 czy 44+94+7+10+27
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Zadanie

Ktéra liczba jest wieksza?
24+10+8+14+7 czy 44+9+7+10427
Mozna liczby do siebie dodaé, ale mozna tez... odejmowac:

2-4 10-9 8§—-7 14 -10 7T -2
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?

2.-10-8-14-7 czy 4.9.7-10-27
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?

2-10-8-14-7 czy 4-9-7-10-27
Mozna liczby mnozyé, ale mozna tez... dzieli¢:
2 108 U7
4 9 7 10 2
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?

7 2
gl4 710

210 czy 497
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?
o147 7102

210 czy 497

Mozna policzyé...
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?
08147

21 czZy 4

Mozna policzyé... w wolframie:

7.97...
010

100"
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?

7 2
14 10
08 97

21 czZy 4

o~

Mozna policzyé... w wolframie:

7.97...
010 034-489...

10101 10101

Ale mozna tez logarytmowac.
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Zadanie

Ktora liczba jest wigksza?
08147

21 czZy 4

o~

Mozna policzyé... w wolframie:

7.97...
010

100"

Ale mozna tez logarytmowaé. Prawda?
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Zadanie

Ktoéra z podanych liczb jest najwieksza?

Tetracje

x 21,

9!

©) 9% Yxie.

LXV SMP, 27 sierpnia 2022



Zadanie

Ktoéra z podanych liczb jest najwieksza?

Odpowiedz:

<a (IM UP Krakéw) Tetracje

9!

©) 9% Yxie.

LXV SMP, 27 sierpnia



Zadanie

Ktoéra z podanych liczb jest najwieksza?

99 77

(A) 9° I x19, (B) 77 }x21,

Odpowiedz:

Zaskoczeni?

Tetracje

9!

©) 9% Yxie.

LXV SMP, 27 sierpnia



- |
Czym sg tetracje?

Tetracja to uogdlnienie potegowania. Ale zacznijmy od poczatku:
@ Pierwsza standardowa operacja to dodawanie:

r+n=z+1+---+1,
———

xXn
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Czym sg tetracje?

Tetracja to uogdlnienie potegowania. Ale zacznijmy od poczatku:
@ Pierwsza standardowa operacja to dodawanie:

r+n=z+1+---+1,
———

@ Druga standardowa operacja to mnozenie:
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Czym sg tetracje?

Tetracja to uogdlnienie potegowania. Ale zacznijmy od poczatku:
@ Pierwsza standardowa operacja to dodawanie:

r+n=z+1+---+1,
———

@ Druga standardowa operacja to mnozenie:
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Czym sg tetracje?

Tetracja to uogdlnienie potegowania. Ale zacznijmy od poczatku:
@ Pierwsza standardowa operacja to dodawanie:

r+n=z+1+---+1,
———

@ Druga standardowa operacja to mnozenie:
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Czym sg tetracje?

Tetracja to uogdlnienie potegowania. Ale zacznijmy od poczatku:
@ Pierwsza standardowa operacja to dodawanie:

r+n=z+1+---+1,
———

@ Druga standardowa operacja to mnozenie:
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Czym sg tetracje?

Tetracja to uogdlnienie potegowania. Ale zacznijmy od poczatku:
@ Pierwsza standardowa operacja to dodawanie:

r+n=z+1+---+1,
———

@ Druga standardowa operacja to mnozenie:

@ Czwarta standardowa operacja to... tetracja:

"r=xTn=a"
—
Xn
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Formalna definicja tetracji

1, n =20,
z]Tn= {szT(n1)7 n> 0.
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Formalna definicja tetracji

_ 1a n=yu,
eIn=9 e o)

Uwaga!
Tetracje uogélnia sie na przypadek, gdy n jest liczba niecatkowita(!) (nie w tym wykladzie)
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Krociutko o pentacjach

Pentacje to uogélnienia...
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Krociutko o pentacjach
Pentacje to uogdlnienia...tetracji:

a1 b=all (@1l (.. 11 (@lla)...)

b wystapien liczby a

Na przyktad:
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Krociutko o pentacjach
Pentacje to uogdlnienia...tetracji:

a1 b=all (@1l (.. 11 (@lla)...)

b wystapien liczby a

Na przyktad:

211T4=211@IT@ITY) =211 @M= & = 2
2114 dwéjek 65536 dwdjek
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Krociutko o pentacjach
Pentacje to uogdlnienia...tetracji:

a1 b=all (@1l (.. 11 (@lla)...)

b wystapien liczby a

Na przyktad:

2

211T4=211@IT@ITY) =211 @M= & = 2
2114 dwéjek 65536 dwdjek

21115 =
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Krociutko o pentacjach
Pentacje to uogdlnienia...tetracji:

a1 b=all (@1l (.. 11 (@lla)...)

b wystapien liczby a

Na przyktad:

2

211T4=211@IT@ITY) =211 @M= & = 2
2114 dwéjek 65536 dwdjek

21115= 22

2
9

e

65536 dwdjek
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Krociutko o pentacjach
Pentacje to uogdlnienia...tetracji:

a1 b=all (@1l (.. 11 (@lla)...)

b wystapien liczby a

Na przyktad:

211T4=211@IT@ITY) =211 @M= & = 2
2114 dwéjek 65536 dwdjek
21M5= 20 21176=
<~

65536 dwdjek

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022
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Krociutko o pentacjach

Pentacje to uogdlnienia...tetracji:

a1 b=all (@1l (.. 11 (@lla)...)

b wystapien liczby a

Na przyktad:

2

2M4=21121MEeNY)=2111my= 22 = 22
2114 dwéjek 65536 dwdjek
’- ’-
21115= 2 211716= 2

222 222

~— —~—

65536 dwéjek 22...2

~—

65536 dwéjek

LXV SMP, 27 sierpnia 2022 8 /29

Tetracje




Wracamy do zadania...

Ktéra z podanych liczb jest najwicksza?

9 Yx19, 77 Yxo1, gt x16.
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Gars$é oznaczen

Niech n € N,n > 0 oraz a,b > 1. Definiujemy nastepujace operacje:
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Gars$é oznaczen

Niech n € N,n > 0 oraz a,b > 1. Definiujemy nastepujace operacje:

alb=d,

ny )b n =0,
En(aab):(a’ T) b= {GT (a T)n_lb, n>0.
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Gars$é oznaczen

Niech n € N,n > 0 oraz a,b > 1. Definiujemy nastepujace operacje:

alb=d,

ny )b n =0,
En(aab):(a’ T) b= {GT (a T)n_lb, n>0.

W szczegblnosci

Bu-r(a,a) = (@)™ 'a=a 1T n.
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Gars$é oznaczen

Niech n € N,n > 0 oraz a,b > 1. Definiujemy nastepujace operacje:

alb=d,

b, n =0,

<&wﬁ%4“”%_{aﬂan“%’n>0

W szczegblnosci
B i(a,a) = (@)™ a=alln.

Uzywamy notacji typu potegowanie do upraszczania dlugich tancuchéw strzalek, na przylad:

atalalblblce=(a1)’b1)%

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022
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Obszar badawczy I
Przypomnimy wtasnoéci funkcji « — 2” gdzie z > 1 jest ustalone oraz x > 0.
e Jest to funkcja rosnaca dla dowolnego z > 1.

o Jedli z = e/, to wykres funkcji jest styczny do prostej y = x w punkcie z = e (Rysunek 1).

o Jesli z > e'/¢ to funkcja  — 2® spelnia wlasnosé z* > (Rysunek 2).

2

-1 1 2 3 4 5

Rysunek 1: Przypadek z = e*/°.
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Obszar badawczy 11

4
2 v
/////
“1 2 3 1 3

Rysunek 2: Przypadek z > e'/°.
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Obszar badawczy 111

.
/ ,
.

-1 1 2 3 4 5

Rysunek 3: Przypadek z < el/®.
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Obszar badawczy IV

Te obserwacje oznaczaja, ze jesli a > e'/¢, to ciag (Ey(a,))nen jest rosnacy (a nawet
E,(a,z) — +00).
Niech 1 < z < e!/¢. Wykres z — 2% przecina wykres funkeji identycznodciowej w co najwyzej
dwoch punktach (Rysunek 1 i Rysunek 3). Niech y(z) oznacza wigksza z liczb x takich, ze z* = z.
Jesli z > y(2), to 2% > z. Wtedy, ciag (E,(a, x))nen jest rosnacy dla 1 < a < /¢ iz > y(a).
Powyzsze rozwazania prowadza do opisania nastepujacego obszaru ,rozbieznosci iterowanego
potegowania”:

D={(a,z) eR?|a>elubl<a<eiz>ya)}

W szczegdlnoscei:

(a,x) € D = Ey(a,z) /" +o0.
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Przyktad 1.

Znalezé takie b, ze b*" = 4.
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Przyktad 1.
Znalezé takie b, ze b*" = 4.

Rozwigzanie: Niech x = B Wtedy © =4, czyli z = b* = b* =4; b= /2.

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 15 /29



Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Przyktad 1.

Znalezé takie b, ze b*" = 4.

Rozwigzanie: Niech x = B Wtedy © =4, czyli z = b* = b* =4; b= /2.
Przyktad 2.

’ 7 . . a'’’
Znalez¢ takie a, ze a* = 2.
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Przyktad 1.

Znalezé takie b, ze b*" = 4.

Rozwigzanie: Niech x = B Wtedy © =4, czyli z = b* = b* =4; b= /2.
Przyktad 2.

Znalez¢ takie a, ze a® =2

Rozwiazanie: Niech x = a?” . Wtedy z =2, czyli z = a® = a® =2; a = V2.
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Przyktad 1.

Znalezé takie b, ze b*" = 4.

Rozwigzanie: Niech x = B Wtedy © =4, czyli z = b* = b* =4; b= /2.
Przyktad 2.

Znalez¢ takie a, ze a® =2

Rozwiazanie: Niech x = a?” . Wtedy z = 2, czyli = a® = a® = 2; a = V2. W szczegdlnosci a = b.
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Przyktad 1.

Znalezé takie b, ze b*" = 4.

Rozwigzanie: Niech x = B Wtedy © =4, czyli z = b* = b* =4; b= /2.
Przyktad 2.

Znalez¢ takie a, ze a® =2

Rozwiazanie: Niech x = a?” . Wtedy z = 2, czyli = a® = a® = 2; a = V2. W szczegdlnosci a = b.

No jasne! 2 = 4.
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Jeszcze jedna motywacja, dygresja i ciekawostka...

Twierdzenie (Euler (1778), Anderson (2004), Knoebel (1981)

Niech a,, = a 1T ni f(a) = lirJIrl an. Wtedy f(a) istnicje wtedy i tylko wtedy, gdy a € [e=¢,e'/¢],

f:aw f(a) jes rosnaca na [e=¢,e!/] oraz f(e=¢) = L, f(e!/¢) = e. W szczegblnosci,
f((l) _ W(—1 Ina) ]
—Ina
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Wracamy do zadania... (znowu)?

Ktéra z podanych liczb jest najwicksza?
99 7l 919!

9 Yx19, 77 Lxo1, 99" x16.
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Wracamy do zadania... (znowu)?

Ktéra z podanych liczb jest najwicksza?
99 77 919!

9 Yx19, 77 Lxo1, 99" x16.

Twierdzenie
Zalézmy, ze E,(a,z) 1 E,(b,y) sa okreslone dla pewnych a,b > 1, x,y > 1 oraz dla wszystkich
n > 1. Zalézmy, ze (a,z) € D. Jesli
y > 2xlogy a
oraz
x > log,(2log a),
to

dla wszystkich n > 1.

Karol Gryszka (IM UP Krakéw) Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 17 /29



Wracamy do zadania... (znowu)?

Ktora z podanych liczb jest najwieksza?

9% x19, 77 x21, 1% x 16.
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Wracamy do zadania... (znowu)?

Ktora z podanych liczb jest najwieksza?

7 919!

9% x19, 77 x21, 1% x 16.

Twierdzenie

Zatézmy, ze E,(a,z) i E,(b,y) sg okreslone dla pewnych a,b > 1, z,y > 1 oraz dla wszystkich n > 1. Zalézmy, ze
(a,z) € D. Jedli y > 2z log, a oraz x > log,(2log, a), to En(b,y) > n(a, z) dla wszystkich n > 1.
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Wracamy do zadania... (znowu)?

Ktora z podanych liczb jest najwieksza?
99 e 919!

9% %19, 7 x21, 1% x 16.

Twierdzenie

Zatézmy, ze E,(a,z) i E,(b,y) sg okreslone dla pewnych a,b > 1, z,y > 1 oraz dla wszystkich n > 1. Zalézmy, ze
(a,z) € D. Jedli y > 2z log, a oraz x > log,(2log, a), to En(b,y) > n(a, z) dla wszystkich n > 1.

Poréwnamy pierwsza i trzecia liczbe. Przyjmujemy n =16 —1=15,y=9114, x = 9!, a = 9! oraz
b = 9. Latawo sprawdzié¢, ze wszystkie zalozenia sg spelnione, wiec 9 77 19 > 9! 11 16.
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Wracamy do zadania... (znowu)?

Ktora z podanych liczb jest najwieksza?
99 e 919!

9% %19, 7 x21, 1% x 16.

Twierdzenie

Zatézmy, ze E,(a,z) i E,(b,y) sg okreslone dla pewnych a,b > 1, z,y > 1 oraz dla wszystkich n > 1. Zalézmy, ze

(a,z) € D. Jedli y > 2z log, a oraz x > log,(2log, a), to En(b,y) > n(a, z) dla wszystkich n > 1.

Poréwnamy pierwsza i trzecia liczbe. Przyjmujemy n =16 —1 =15,y =917 4, x = 9!, a = 9! oraz
b = 9. Latawo sprawdzié¢, ze wszystkie zalozZenia sg spelnione, wiec 9 77 19 > 9! 1T 16. Mozna
pokazaé wiecej, mianowicie:

N n<9IT (n+1)<9 1] (n+1)

dla wszystkich n > 1

(IM UP Krakéw Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 18 /29



Komentarz do zatozen

Twierdzenie

Zatézmy, ze E,(a,z) i E,(b,y) sg okreslone dla pewnych a,b > 1, z,y > 1 oraz dla wszystkich n > 1. Zalézmy, ze
(a,z) € D. Jedli y > 2z log, a oraz = > log, (2logy a), to En(b, y) > En(a,x) dla wszystkich n > 1.

Co, gdy wszystkie wyrazy sa catkowite?
Jesli a > b > 2 sa liczbami catkowitymi, to warunek
log,(2log, a) <1
nie zachodzi jedynie dla ¢ = 3 and b = 2. W tym przypadku mamy
x > 1.050151 > logs(2log, 3) > 1.05015.

W szczegblnosci zatem, jesli wszystkie wyrazy wiez potegowych sg catkowite, to wystarczy
sprawdza¢ warunek y > 2z log, a.

Karol Gryszka (IM UP Krakéw Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 19 /29



Uogoélnienie na rézne wyrazy

Niechn > 1, a1,...,a, > 1,b1,...,b, > 1, x> 1,y > 11 oznaczmy

Ap(z)=arTaz T - TanTw, Bu(y) =br Tba - Tby Ty

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 20 /29



Uogolnienie na rézne wyrazy

Niechn > 1, a1,...,a, > 1,b1,...,b, > 1, x> 1,y > 11 oznaczmy

Ap(z)=arTaz T - TanTw, Bu(y) =br Tba - Tby Ty

Twierdzenie
Zatézmy, ze n > 1 oraz A,(x) i B,(y) sa okreslone jak wyzej oraz zdefiniujmy

a:=max{a; |i=1,...,n},
b:=min{b; |1 =1,...,n}.

Jedli (a,x) € D, y > 2xlog,a iz > log,(2log, a), to By(y) > An(z).

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 20 /29
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Przyktad

6187171)78 7 (21375714121 12749.
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Przyktad

6187171)78 7 (21375714121 12749.

(618171)8<(213151471217)" 127149,
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Przyktad

6187171)78 7 (21375714121 12749.

(618171)8<(213151471217)" 127149,

Wynika to z nieréwnosci

49 > 48 =8-2-10g,8 1 8 > logg(2log,8)

oraz

(8 1)%18 < (2 1)*149.

yszka (IM UP Krakéw) Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 21 /29



Inne uogobdlnienie - wieze okresowe
Niech a1 > 1,...,a; > 1 beda liczbami rzeczywistymi. Definiujemy okresowe wieze potegowe:
1

) ’f'L:O7

EPn(al,...,ak) = {
ar - Tar 1 EPy_1(ay,...,ax), mn>1.
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Inne uogolnienie - wieze okresowe
Niech a1 > 1,...,a; > 1 beda liczbami rzeczywistymi. Definiujemy okresowe wieze potegowe:

1, n =20,

EP,(ay,...,ax) = {

a1 -1 ax T EPuy(ar,....oap), n>1.

Twierdzenie

Niech 1 < a < b. Jedli EP;(a,b) > EP;(b,a) (lub prociej, a’ > b%), to EP,(a,b) > EP,(b,a) dla
wszystkich n > 1.
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Inne uogolnienie - wieze okresowe
Niech a1 > 1,...,a; > 1 beda liczbami rzeczywistymi. Definiujemy okresowe wieze potegowe:

1, n =20,

EP,(ay,...,ax) :{
alT"'Ta’kTEPn—l(alv"'vak)7 TL>1
Twierdzenie

Niech 1 < a < b. Jedli EP;(a,b) > EP;(b,a) (lub prosciej, a® > b%), to EP,(a,b) > EP,(b,a) dla
wszystkich n > 1.

Przyktad

Dla wszystkich n,
EP,(e,m) > EP,(m,e).

Wynika z nieréwnosci:

e > 7°.

Karol Gryszka (IM UP Krakdéw) Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 22 /29
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Inne przyktady

Ponizsze nieréwnoéci gwarantuja, ze odpowiednie wieze potegowe spelniajg takie same nieréwnosci:

plelm>¢lmle,
elnle>nTel,
plrmle>mToTe,
plelm>elpln
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Inne przyktady

Ponizsze nieréwnoéci gwarantuja, ze odpowiednie wieze potegowe spelniajg takie same nieréwnosci:

plelm>¢lmle,
elnle>nTel,
plrmle>mToTe,
plelm>elpln

Na przyktad:

plelnlToleln>plnlelolnle,
elelrmlTolelnleleln>plnlelolnlelolnle

Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 23 /29



Roézne wysokosci - prosty test

Twierdzenie
Niech n,m > 11 k > 2 bedzie liczba catkowita
o Jedlin<mm 1 tonTk<m1l (k+1).
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Ro6zne wysokosci - prosty test

Twierdzenie
Niech n,m > 11 k > 2 bedzie liczba catkowita
o Jedlin<mm 1 tonTk<m1l (k+1).

Przyktad 1
Dla dowolnego k£ > 2 mamy

miTk<ell (k+1).
Wiynika to z nieréwnosci m < 4.096 = 2.561% < e¢~ 1.

yszka (IM UP Krakéw)
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Ro6zne wysokosci - prosty test

Twierdzenie
Niech n,m > 11 k > 2 bedzie liczba catkowita
o Jedlin<mm 1 tonTk<m1l (k+1).

Przyktad 1

Dla dowolnego k£ > 2 mamy
miTk<ell (k+1).

Wiynika to z nieréwnosci m < 4.096 = 2.561% < e¢~ 1.

Przytad 2
Zachodzi

Karol Gryszka (IM UP Krakdéw) Tetracje LXV SMP, 27 sierpnia 2022 24 /29



Wyscig wiez

Twierdzenie

Zatézmy, ze et <a<b. Wtedy istnieje dodatnia liczba calkowita k zalezna od a i b taka, ze dla
dowolnego n > 0,

biTn<all(n+k).
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Wyscig wiez

Twierdzenie

Zatozmy, ze et <a<b. Wrtedy istnieje dodatnia liczba catkowita k zalezna od a i b taka, ze dla
dowolnego n > 0,

biTn<all(n+k).

Przyktad

Rozwazmy dwie liczby naturalne: jedna z nich bedzie mata: a = 2, druga troche wigksza: b = G
(liczba Grahama).

Karol Gryszka (IM UP Krakéw)
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Wyscig wiez

Twierdzenie

Zatozmy, ze et <a<b. Wrtedy istnieje dodatnia liczba catkowita k zalezna od a i b taka, ze dla
dowolnego n > 0,

biTn<all(n+k).
Przyktad

Rozwazmy dwie liczby naturalne: jedna z nich bedzie mata: a = 2, druga troche wigksza: b = G
(liczba Grahama). Zgodnie z Twierdzeniem istnieje k > 0 takie, ze:

G <211k,
GC < 2211k

GO <22 ta.

Karol Gryszka (IM UP Krakéw)
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Normalizacja wiez

Lemat
Zalézmy, ze a,b > e'/¢ in > 0. Istnieje k > 01 ¢ € [1,b) (lub c € (1,b]) takie, ze

alln=(@b1ke
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Normalizacja wiez

Lemat

Zalézmy, ze a,b > e'/¢ in > 0. Istnieje k > 01 ¢ € [1,b) (lub c € (1,b]) takie, ze
altn=(b1)"e

Przyktad

9112~ 10 T 8.588182584953923,

9773~ 101710 1T 8.567841344487361, 9174~107107 10 T 8.5678134463465.

Karol Gryszka (IM UP Krakéw)
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Normalizacja wiez

Lemat

Zalézmy, ze a,b > e'/¢ in > 0. Istnieje k > 01 ¢ € [1,b) (lub c € (1,b]) takie, ze

alln=(@b1ke
Przyktad

9112~ 10 T 8.588182584953923,
9113~ 107110 1 8.567841344487361, 9114~ 10110 1 10 T 8.5678134463465.

Powyzszy przyklad (oraz wsparcie Wolframa) sugeruje, ze nastepujace réwnosci sa prawdziwe dla
odpowiednio duzych n:

211 n~ (10 1)"34.295,

917 n=~ (10 1)""'8.568,
9! 17 n ~ (10 1)"6.305,

Karol Gryszka (IM UP Krakdéw)
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Formalizacja

Twierdzenie (o normalizacji wiez)

Zalézmy, ze a,b > e'/¢ oraz a # b. Istnieja N > 0, k € Z oraz cigg zbiezny (cn)n>nN O wyrazach
1< ¢, <bitaki, ze
alin=@N"*e
dla wszystkich n > N. Ponadto,
o jesli @ > b, to (cp)n>n jest rosnacy i lim, 400 ¢, =c € (1,8],

o jesli a < b, to (cn)n>n jest malejacy i lim,, 400 ¢ = ¢ € [1,0).

yszka (IM UP Krakoéw
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Przytadowe zastosowanie

Nieréwnosci

Poniewaz

217 n = (10 1)"34.295,
917 n~ (10 1)"18.568,
9! 11 n &~ (10 1)"6.305,

dla dostatecznie duzych n (wlasciwie to dla n > 1), przeto

211 (n+3) <9 1Tn<91 (n+1) <217 (n+4)

i podane szacowania (wysokosci wiez) sa optymalne.
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