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W R2 mamy

o Wektory ¢ = (1,0), i & = (1,0)
e Kazdy v € R? da sie zapisa¢ jako v = vie; + wees.
@ lloczyn skalarny v - w = viwy + vow, oraz dtugo$¢ |v| = /v - v.

e Mamy v-w = w- v oraz v-w = |v||w|cos 8, gdzie 6 jest katem pomiedzy v
aw.

e Mamye;-eg=1, &-e0=1,¢61-6 =0.
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Wprowadzamy operacje produktu zewnetrznego A ktéra dla dwdch wektordw
v,w € R? zwraca biwektor v A w. Operacja ta spetnia wtasnosci

@ v Av =0 dla kazdego v € R2.
o (aw+ Bu)Av=awA v+ BuAv,dlakazdych w,u, v € R?
Zobaczmy, ze v Aw = —w A v. Mamy
vAw=(v—w)Aw=(v—-w)A(W+v—-w)=vAv—wAv=—wAv.
Jedli v =vie1 + wey oraz w = wye; + woes to

vAWw = (vier + vaex) A (wier + waer) = vimaer A ex + vowres A €

= (V1W2 — V2W1)61 N 6.
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Dodawanie Biwektorow w

(a) (b) (©)
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Algebra geometryczna

Rozwazamy przestrzen G = {« + fer + ve, + deg A 2, ¢, 3,7, € R}. Dodawanie
po wspbtrzednych np.

(1+2e1+e—earea)+(a—a—ea+3eare)=(1+a+e +2e Ae).

Przestrzen G skfada sie z podprzestrzeni
e Gy ={a:ac R} - skalary,
o Gy ={fe1 +ve& : a € R} - wektory,
o Gy = {de; : @ € R} - biwektory.
Mamy G = Gy & Gy & G;.
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Mnozenie

W G Wprowadzamy mnozenie spetniajace wiasnosci
e A(BC) = (AB)C, gdzie A,B, C € G.
@ A(B+C)=AB+ AC,(A+ B)C =AB+ AC, gdzie A,B,C € G.

@ Mnozenie przez skalary Gy odbywa sie po wpdtrzednych tzn.
jeslide Ggi A=a+ fPe; +ver + dep A es. to

M = A\ = da+ (A\B)er + (My)ex + (Ad)er A er.

ece=1 o=l =gAe,eea=6aAe

Powyzsze zasady definuja jednoznacznie mnozenie w G.
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Mnozenie cd

Rozwazmy dwa wektory v, w € R?.

w = (vier + vaex)(wiep + waer) = viwiere) + vawaerer + viwser & + Vaw er€;
=viwi +vowp + (Viwa —vowy)eg Aep = v-w+ v Aw.

Zobaczmy, ze jedli v71 = ‘)’|2 to

wl = Vov71+v/\v*1:v~v*1:|#(v~v):1.
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Liczby zepolone w algebrze Geometrycznej

Czym jest (e1&2)?
(6162)2 = e eee = —e e = —1.
Czyli (e1€2)? zachowuje sie jak i.
Przyjmimy, ze | = e;e,. Zatem
{a+Bl,a,8 €R} = Gy & Gy

jest izomorficzny do liczb zespolonych C.
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Algebra Clifforda

Clifford Wielki Czerowny Pies William Kingdon Clifford
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Jak I dziata na wektorach

0 el =160 =€

° ol =gee=—aane =—¢

0 leg = eme; = —6&
Pomnozenie z prawej wektora strony przez | obraca go o 5 stopni przeciwnie do
wskazdwek zegara a z lewej zgodnie z nimi.

Mozemy takze rotowac wektor o dowolny kat 6.
- Rotacja przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara o kat 6

ere!” = e)(cos(f) +sin(A)/) = e; cos(8) + sin(8)es.

- Rotacja zgodnie do ruchu wskazéwek zegara o kat 6

e'’e; = (cos(h)ey + Isin(f))er = ey cos(f) — sin(6)es.
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W e =(1,0,0),e; =(0,1,0),e3 = (0,0,1).

Kazdy wektor v € R3 da sie zapisa¢ jako vie; + vaes + vzes.
Mamy iloczyn skalarny

VW= viw; + Vows + v3ws.

Mozemy rozwazaé biwektory v A w dla w, v € R3.

Mamy

VAW = (v1e1 + we + V3e3) AN (Wlel + wher + W3e3)

= (V1W2 — W1V2)€1 Ne + (V2W3 — W2V3)62 N es3+ (V1W3 — W1V3)€1 A €3,
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Dodawanie biwe

b+e
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Biwektory vs iloczyn wektorowy.
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Trywektory

Analogicznie do biwektoréw wprowadzamy produkt zewnetrzny dla trzech
wektoréw v, w, u € R3 (trywektor) spetniajacy:
o Linowy ze wgledu na kazda wpétrzedna

(v +B8v)AwAu=a(vi AwAu)+B(vEAwA u),

i tak dalej.

o Jedli jeden wektor powtarza sie dwa razy to w produkcie to jest on zerowy np.
v AwAw =0. Przez to wszyskie trywektory w R? s3 zerowe.

Mozna pokazaé, ze
VAWAU=—(WAVAU)=wAUAV.

Kazdy wektor trywektor mozna zapisa¢ jako

vAwAu=det([vlw|u])er A ex A es.
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Multiwektory

o Skalary Gy = {a: a € R},

o Wektory G; = {ae; + fex + ye3 1 a € R},

o Biwektory Gy = {ae1 Aex + fBer Aes +yea Aes o € RY,
o Trywektory Gz = {ae; A ey Aes: o € R},
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Algebra w R3

G = Gy ® Gy @ Gy @ Gz. Dodawanie jest po wpbtrzednych.
e A(BC) = (AB)C, gdzie A,B,C € G.
o A(B+C)=AB+ AC,(A+ B)C =AB+ AC, gdzie A,B,C € G.
@ Mnozenie przez skalary Gy odbywa sie po wpdtrzednych tzn.
0 e =1, e =1 eae=1.
o Jedlii # j to ejej = e A €.
o Jedlii#j=1to eeje; =€ ANejNey.
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Zobaczmy, ze

| = (ele2), J= (6163), K = (e2e3)
12 = -1, J2 = -1, K2 =—1.

I)=eee6e5=—K,

Kl = eresere2 = ezerene; = ezep = —J.

°
°

o JK = e e3e0e3 = —1,

°

e Dla Kwaterionéw mamy i2 = —1, j2 = —1,k?> = —1,ij = k, jk = i, ki = j.
°

Kwaterionny sa izomorficzne z Gy & Gj.
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Rotacje w R3

Chcemy rotowa w ptaszczyZznie danej przez wektory ey, €. o kat 7
Rowazmy biwector e; A e
o Jedli w jest z ptaszczyny e;, & to w(eye) obraca go o 7 stopni zgodnie z
wskazéwkami zegara
o Jesli w = wye; + woey + wies to
w(ere) = wiep — waer — waereres zle pojawia sie trywektor.
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Rotacje w R3

Rozwazmy ptaszczyzne dang przez wektory vi, vo, i niech R = vi A vy.
Przyjmimy, ze dla wektoréw vi, v» mamy ze R R?> = v; A v» mamy, ze R? = —1.
Wtedy by dany wektor w € R3 zrotowaé¢ w ptaszczyznie o kat § mozemy uzyé
wzoru
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@ Mozemy rozwazaé k-multiwektory dla k < n.
o Algebra e? =

1 dla wektoréw bazowych.

@ ¢€,...6, =erNe, N N e.
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/astosowania
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@ Geometric Algebra for Physicists, Chris Doran, Anthony Lasenby.

o Geometric Algebra for Computer Science, Daniel Fontijne, Stephen Mann.
@ Interaktywny artykut https://marctenbosch.com/quaternions/

@ YouTube
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