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Gry

Gra to model matematyczny sytuacji, w której dziaªania wielu uczestników
maj¡ wpªyw na efekty dziaªa« ka»dego z nich. Skªada si¦ z:

Uczestników, czyli graczy - u nas bardzo wielu (�prawie� continuum
lub dwóch). U nas: symetryczni.

Strategii, czyli mo»liwych dziaªa« uczestników (u nas: dwie). Przy
continuum graczy - czyste, przy dwóch - mieszane.

Funkcji wypªaty (u nas: kosztu), przypisuj¡cej graczom pewne korzy±ci
(straty), w zale»no±ci od wszystkich wybranych strategii.

Zaªo»enia, »e uczestnicy preferuj¡ jak najni»szy koszt swoich dziaªa«.
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Gry zag¦szczeniowe

Gry zag¦szczeniowe charakteryzuj¡ si¦ tym, »e koszty u»ywania strategii
rosn¡ wraz z ilo±ci¡ jej u»ytkowników. Modele na nich oparte wyja±niaj¡
zachowania graczy lub pomagaj¡ nimi sterowa¢.

Transport

Rynek (np. gieªda)

Biologiczne gry populacyjne (konkrencja o zasoby)

Informatyka (przypisywanie procesom odpowiednich zasobów)

Telefonia komórkowa (wykorzystanie przeka¹ników), sieci
bezprzewodowe (wykorzystanie routerów)
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Gry - rozwi¡zania

Zazwyczaj jako rozwi¡zanie traktowany jest stan równowagi.

Równowaga

Równowag¡ (dla continuum, strategi¡ ewolucyjnie stabiln¡) dla rozwa»anej
gry nazywamy tak¡ proporcj¦ x graczy wybieraj¡cych pierwsz¡ strategi¦, »e
jednemu graczowi (maªej grupie graczy), nie opªaca si¦ zmienia¢ strategii, o
ile inni swojej strategii nie zmieni¡.

c1(x + ε) ≥ c2(x); c2(x + ε) ≥ c1(x).
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Przykªad

Zaªó»my, »e je±li uªamek populacji x ∈ [0, 1] wybiera strategi¦ pierwsz¡, to
koszt pierwszej strategii wynosi:

c1(x) = αx ,

a koszt drugiej

c2(x) = β(1− x).

Dla b = β
α+β koszty s¡ takie same: c1(b) = c2(b) = αβ

α+β .
Dla maªych ε, c1(b + ε) > c2(b) i c2(b + ε) > c1(b), wi¦c b jest
równowag¡ (jedyn¡) tej gry.
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Gry - problemy z równowagami

Równowaga nie musi by¢ jedyna, mo»e by¢ trudna do obliczenia lub
nieoptymalna (dylemat wi¦¹nia).

Dlaczego równowaga jest rozwi¡zaniem?

Zaªo»enie o superracjonalno±ci: wszyscy znaj¡ wszystkie zasady gry (w
szczególno±ci koszty/wypªaty), zgadzaj¡ si¦ z jej celami, wiedz¡ o
innych graczach wszystko i s¡ w stanie idealnie realizowa¢
zaplanowane strategie

Nieracjonalni gracze wiedz¡ o równowadze z do±wiadczenia.
NAUCZYLI SI�, rozgrywaj¡c gr¦ wielokrotnie (konwencje).

Ale czy na pewno musimy doj±¢ w ten sposób do równowagi? Je±li
nawet, to jak dªugo to zajmie? I co w tym czasie?

Pierwsze uogólnienie: ewolucyjna (algorytmiczna) teoria gier -
dynamika uczenia si¦.
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Gra iterowana

Zaªo»enia o racjonalno±ci mo»emy si¦ pozby¢ za pomoc¡ wprowadzenia
dynamiki.

Mamy dany jaki± stan pocz¡tkowy x0 ∈ (0, 1) - wynik pierwszego
rozegrania gry.

Mamy dan¡ funkcj¦ f : [0, 1]→ [0, 1] (odpowiednio regularn¡)
de�niuj¡c¡ przej±cie z jednego stanu do nast¦pnego (f (xn) = xn+1),
która pokazuje nam wynik kolejnej, takiej samej gry.

Funkcja f powinna modelowa¢ uczenie si¦ graczy pomi¦dzy kolejnymi
iteracjami.

Mo»emy wykorzysta¢ teori¦ ukªadów dynamicznych, by dowiedzie¢ si¦,
czy (i jak) faktycznie ukªad d¡»y do równowagi.
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Mo»emy wykorzysta¢ teori¦ ukªadów dynamicznych, by dowiedzie¢ si¦,
czy (i jak) faktycznie ukªad d¡»y do równowagi.
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Rezultat: maªo ciekawa oscylacja. Nieefektywne jako sterowanie,
nierealistyczne jako model zachowania.

Maªe uogólnienie: dynamika minimalizuj¡ca �»al� (regret) z wyboru
danej strategii w czasie caªej historii gry, czyli wyra»enie∑

j≤n[c1(xj) · x + c2(xj) · (1− x)].

Ta dynamika znana jest jako Follow-The-Leader (FTL).
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Dynamika FTL

xn+1 = argminx∈(0,1)
∑
j≤n

[
c1(xj) · x + c2(xj) · (1− x)

]

Rezultat: niestety, równie nieciekawy. Czy to koniec? Nie! Ludzie si¦ tak
nie ucz¡!
I.Yaniv Receiving other people's advice: In�uence and bene�t (2004):
ludzie zmieniaj¡ swoje zachowanie stopniowo, poprzez kompromis mi¦dzy
pierwotnym podej±ciem, a lepszym rozwi¡zaniem, o którym si¦ dowiaduj¡.
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FTRL

Algorytm Followed-The-Regularized-Leader opiera si¦ na nast¦puj¡cej
optymalizacji

xn+1 = argminx∈(0,1)
[
ε ·
∑
j≤n

(
c1(xj) · x + c2(xj) · (1− x)

)
+ r(x)

]
.

r jest tak zwanym regularyzatorem:

Regularyzator wyra»a preferencje grupy �a priori�, bez uczenia si¦
(ε = 0).

Regularyzator �zniech¦ca� do rozwi¡za« skrajnych i nagªych skoków
(modelowanie, optymalizacja).

Nasze zaªo»enia: r(1− x) = r(x), r ′′(x) > 0, limx→1− r ′(x) =∞.

ε ustala pr¦dko±¢ uczenia si¦.
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MWU

xn+1 = argminx∈(0,1)
[
ε ·
∑
j≤n

(
c1(xj) · x + c2(xj) · (1− x)

)
+ r(x)

]
.

r(x) = x log x + (1− x) log(1− x)

Przykªadowy regularyzator: entropia Shannona rozkªadu
prawdopodobie«stwa (x , 1− x).

W tej wersji FTRL jest znany jako Multiplicative Weight Update

(MWU).

Pierwsza cz¦±¢ optymalizowanego wyra»enia odpowiada za adaptacj¦,
druga - za utrat¦ pami¦ci i eksploracj¦ mo»liwo±ci.

Minimalizacja samego regularyzatora daje x0 = 1

2
.
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Jak powstaje dynamika dla Pogl¡dowa?

c1(x) = αx ,

c2(x) = β(1− x).

xn = argminx∈(0,1)
[
ε ·

∑
j≤n−1

(
αxj · x + β(1− xj) · (1− x)

)
+ r(x)

]
.

Optymalizacja:

r ′(xn) = −ε ·
∑

j≤n−1

(
αxj − β(1− xj)

)
r ′(xn+1) = −ε ·

∑
j≤n

(
αxj − β(1− xj)

)
.

r ′(xn+1) = r ′(xn)− ε
(
(α + β)xn − β

)
.
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Jak powstaje dynamika dla Pogl¡dowa?

r ′(xn+1) = r ′(xn)− ε
(
(α + β)xn − β

)
.

Zatem funkcj¡ generuj¡c¡ ukªad dynamiczny jest:

fa,b(x) = Ψ−1(Ψ(x) + a(x − b)),

gdzie Ψ = −r ′(x), b = β
α+β - równowaga i a = ε(α + β) - parametr

intensywno±ci uczenia si¦.

xn+1 = fa,b(xn).

Dla r(x) = x log x + (1− x) log(1− x):

fa,b(x) =
x

x + (1− x) exp(a(x − b))
.
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Podstawowe wªasno±ci

fa,b(x) =
x

x + (1− x) exp(a(x − b))
.

fa,b przedªu»a si¦ na [0, 1].

Wewn¡trz (0, 1) jedynym punktem staªym jest b (równowaga).
f (x) > x dla x < b i f (x) < x dla x > b.

f ′a,b(b) = ab2 − ab + 1, wi¦c b jest odpychaj¡cym punktem staªym dla

a > 2

b(1−b) .

fa,b - bimodalne.
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f (x) > x dla x < b i f (x) < x dla x > b.

f ′a,b(b) = ab2 − ab + 1, wi¦c b jest odpychaj¡cym punktem staªym dla

a > 2

b(1−b) .

fa,b - bimodalne.
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Przyci¡ganie Cesaro

Przyci¡ganie Cesaro

Dla odwzorowania f : [0, 1]→ [0, 1] punkt p jest przyci¡gaj¡cy w sensie
Cesaro je±li istnieje otoczenie U tego punktu takie, »e dla ka»dego x ∈ U
zachodzi

lim
n→∞

1

n

n∑
k=0

f n(x) = p.

Przyci¡ganie Cesaro

Dla a > 0, b ∈ (0, 1) i dla ka»dego x0 ∈ (0, 1) zachodzi:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=0

f na,b(x0) = b.
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Testowanie zbie»no±ci

a = 7
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Testowanie zbie»no±ci

a = 10.2
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Testowanie zbie»no±ci

a = 13.2
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Testowanie zbie»no±ci

a = 15
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Chaos deterministyczny?

Wspóªistnienie nieregularno±ci orbit i struktury - chaos deterministyczny?
Objawy chaosu:

Skrajna niestabilno±¢ w formie silnej zale»no±ci od warunków
pocz¡tkowych (efekt motyla).

�Mieszanie�, czyli topologiczna tranzytywno±¢.

Elementy struktury: bardzo du»o orbit okresowych (zbiór g¦sty).

Poszlaka: charakterystyczny sposób powstawania: sekwencja podwajania
okresów.
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Diagram Feigenbauma

Odwzorowanie logistyczne: xn+1 = rxn(1− xn).
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Pogl¡dowski diagram Feigenbauma

fa,b(x) = x
x+(1−x) exp(a(x−b))
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Dowód chaosu: Porz¡dek Szarkowskiego

Porz¡dek Szarkowskiego

Porz¡dek Szarkowskiego na liczbach naturalnych:
3 < 5 < 7 < . . . < 2 · 3 < 2 · 5 < 2 · 7 < . . . <
< . . . < 4 · 3 < 4 · 5 < 4 · 7 < . . . < 2n < 2n−1 < . . . < 4 < 2 < 1.

Twierdzenie Szarkowskiego

Je±li odwzorowanie ci¡gªe f : [0, 1]→ [0, 1] generuje ukªad dynamiczny,
który ma orbit¦ o okresie m i m < n w porz¡dku Szarkowskiego, to ten
ukªad dynamiczny ma orbit¦ o okresie n.

Twierdzenie Li-Yorke

Istnienie orbity o okresie 3 dla odwzorowania ci¡gªego f : [0, 1]→ [0, 1]
oznacza chaotyczno±¢ dynamiki.

Do uzyskania dodatniej entropii topologicznej wystarczy, by istniaªa orbita
o okresie, który nie jest pot¦g¡ dwójki.
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Uczenie si¦ powoduje chaos

Wykorzystamy twierdzenie:

Li, Misiurewicz, Pianigiani, Yorke (1982)

Je±li dla odwzorowania ci¡gªego f : [0, 1]→ [0, 1] istnieje punkt x taki, »e
dla pewnego nieparzystego n > 1, f n(x) < x < f (x), to f ma orbit¦ o
okresie 3.

Dla naszej dynamiki udowodnimy, »e dla odpowiednio du»ych a istnieje x
taki, »e f 3a,b(x) < x < fa,b(x). Indukcyjnie:

xn = fa,b(xn−1) = Ψ−1
(
Ψ(x0) + a

( n−1∑
k=0

(xk − b)
))

Ψ−1 jest malej¡ce, zatem fa,b(x) > x wtedy i tylko wtedy, gdy x < b, a
f 3(x) < x jest równowa»ne x + fa,b(x) + f 2a,b(x) > 3b.
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Uczenie si¦ powoduje chaos

Ma by¢: x < b i x + fa,b(x) + f 2a,b(x) > 3b.

Bez utraty ogólno±ci: b < 1

2
,

czyli 3b − 1 < b.
Wybieramy x ∈ (3b − 1, b). x < b mamy za darmo.
Z zaªo»e« limx→1+ Ψ(x) = limx→1+ −r ′(x) = −∞, wi¦c

lim
a→∞

fa,b(x0) = lim
a→∞

Ψ−1(Ψ(x) + a(x − b)) = 1.

3b − x0 < 1, wi¦c dla du»ych a mamy fa,b(x0) > 3b − x0, wi¦c
x + fa,b(x) + f 2a,b(x) > 3b.

Zatem dla odpowiednio du»ych a mamy f 3a,b(x0) < x0 < fa,b(x0), czyli te»

orbit¦ okresow¡ o okresie 3, a wi¦c i chaos (o ile b 6= 1

2
).
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wi¦c
x + fa,b(x) + f 2a,b(x) > 3b.

Zatem dla odpowiednio du»ych a mamy f 3a,b(x0) < x0 < fa,b(x0), czyli te»

orbit¦ okresow¡ o okresie 3, a wi¦c i chaos (o ile b 6= 1

2
).
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Podsumowanie

Liniowa gra prowadzi do chaosu, wi¦c bardziej skomplikowane zapewne
te».

Interpretacje: chaotyczna reakcja na bod¹ce mo»e wynika¢ ze
zwi¦kszonej potrzeby dostosowywania si¦ (np. kryzysy �nansowe).

Mo»e to dobrze? Twórcza destrukcja - Joseph Schumpeter.

Dalsze badania: inne dynamiki, inne gry.
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Inne regularyzatory

r(1− x) = r(x), r ′′(x) > 0, limx→0+ r ′(x) = −∞. Ψ(x) = −r ′(x)

fa,b(x) = Ψ−1(Ψ(x) + a(x − b))

Regularyzatory Shannona i HCT oraz log-barrier to przykªady
regularyzatorów pochodz¡cych od entropii Arimoto, postaci
−η(x)− η(1− x), gdzie η jest funkcj¡ wkl¦sª¡ tak¡, »e
limx→0+ η

′(x) = +∞.
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Chaos

Mechanizm powstawania chaosu jest podobny, wystarczy ±ledzi¢ trajektorie
punktów krytycznych.

Log-barrier.
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Chaos

Mechanizm powstawania chaosu jest podobny, wystarczy ±ledzi¢ trajektorie
punktów krytycznych.

HCT z q = 0.5.
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Globalna stabilno±¢ równowagi

Dla maªych a równowaga jest przyci¡gaj¡ca, ale czy globalnie?

Tylko gdy
r IV > 0 (cho¢ klasyczne regularyzatory to speªniaj¡).

r(x) = x log x + (1− x) log(1− x) + 0.4167 · log(x2 − x − 0.11).
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Jednoczesne powstawanie i destrukcja atraktorów

Interesuj¡cy fenomen, nieobserwowany dla typowych odwzorowa« odcinka.

Log-barrier.
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Inna ciekawostka

Chaos pojawia si¦ i znika.

Log-barrier.
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Podwajanie okresu i chaos

Nie zawsze podwajanie okresu prowadzi do chaosu.

HCT z q = 0.5.
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