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Odcinek kratowy

X0

Yo

Bartfomiej Bzdega Zliczanie punktéw kratowych



Odcinek kratowy

y £((AB]) = wn(x, y)

X0

Yo
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Wielokat kratowy
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Wielokat kratowy

Wzér Picka:

=1-/+3-B-1
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Wielokat kratowy

Wzér Picka:

=1-/+3-B-1

L=A+3B+1
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Wielokat kratowy

Wzér Picka:

=1-/+3-B-1

L=A+3B+1

B = Z NWD(Xi+1_Xi> }/i+1_YI')
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Dla wieloscianu?

Przypusémy, ze istnieja state c1, ¢, c3, dla ktérych

V:C1I+C2B+C3.

Bartfomiej Bzdega Zliczanie punktéw kratowych



Dla wieloscianu?

Przypusémy, ze istnieja state c1, ¢, c3, dla ktérych

V:C1I+C2B+C3.

n=4c(n+1)+c =c=7%
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Dla wieloscianu?

Przypusémy, ze istnieja state c1, ¢, c3, dla ktérych

V:C1I+C2B+C3.

n=4cn+1l)+ca =oc=

Wl A=

n=cn+4)+ca =oc=

Wl
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Inny kierunek — wymierne wspotrzedne
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Uzupetnianie do prostokata
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Symetrie i translacje
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Trojkat prostokatny

TIs <

I3
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Trojkat prostokatny

TIs <

I3

L(n) = #{(x,y) eN?:ax+ by < n}
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Trojkat prostokatny

TIs <

n X
a

L(n) = #{(x,y) eN?:ax+ by < n}

Z#{(va,Z) EN:ax+ by +z= n}
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Problem Frobeniusa — rozmiana monet

L(n) = #{(X,y,z) eN®:ax+ by +cz= n}
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Problem Frobeniusa — rozmiana monet

L(n) = #{(Xa%z) eN3:ax+ by +cz= n}
Funkcja tworzaca dla £(n):

fz)=14+22+2z2+.. )+ +..)Q+24..)
1
(1 - z2)(1 - zb)(1 — z¢)
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Bieguny (a, b, c parami wzglednie pierwsze)

1
) = cootte (i o))
B 1
g(Z) - (1 _ Za)(]_ — zb)(]_ — ZC)Z’H_1

L(n) =Res(g(z),z=0)
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Bieguny (a, b, c parami wzglednie pierwsze)

1
) = cootte (i o))
B 1
g(Z) - (1 _ Za)(]_ — zb)(]_ — ZC)Z’H_1

L(n) =Res(g(z),z=0)
Bieguny:

e z=0;
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Bieguny (a, b, c parami wzglednie pierwsze)

1
) = cootte (i o))
B 1
g(Z) - (1 _ Za)(]_ — zb)(]_ — ZC)Z’H_1

L(n) =Res(g(z),z=0)
Bieguny:

e z=0;

e z=1 (rzedu 3);
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Bieguny (a, b, c parami wzglednie pierwsze)

1
) = cootte (i o))
B 1
g(Z) - (1 _ Za)(]_ — zb)(]_ — ZC)Z’H_1

£(n) = Res(g(2), z = 0)
Bieguny:

e z=0;

e z=1 (rzedu 3);

e z=¢Kdlak=1,2,...,a— 1 (proste), analogiczne dla b i c.
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Residua w ¢ dla k=1,2,...,a—1

Res (g(z),z = g) = lim (z - ff) g(2)

z—¢k
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Residua w ¢ dla k=1,2,...,a—1

Res (g(2),z =€) = Jim, (z-€)82)
= i Z— é:la(
= 21— 29)(1 — 2b)(1 — z°)
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Residua w ¢ dla k=1,2,...,a—1

Res (g(2),z = ¢k) = lim (z-¢¥) g(2)

7tk
= |lim z - é‘é(
z—ek z"H(1 — z2)(1 — zb)(1 — z°)
1 f;kn

Ca(1- €)1k
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Residua w ¢ dla k=1,2,...,a

Res (g(2),z = ¢k) = lim (z-¢¥) g(2)

z—k
= lim Z- é‘é(
z—ek z"H(1 — z2)(1 — zb)(1 — z°)
1 fa kn

Ca(1— g1 - ¢k
Suma Fouriera-Dedekinda:
— kr

s

(b, c; a)
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Res(g(z),z=1) =Res (g(et)et, t = 0)

ty t 1
g(e )e - ent(]_ — eat)(]_ — ebt)(l - eCt)
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Res(g(z),z=1) =Res (g(et)et, t = 0)

1
b
g(e )e - ent(]_ _ eat)(]_ _ ebt)(l _ ect)
1 _,; at bt ct
= — e
abct3 et —1ebt —1ect 1
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Res(g(z),z=1) =Res (g(et)et, t = 0)

1
b
g(e )e - ent(]_ _ eat)(]_ _ ebt)(l _ ect)
1 _,; at bt ct
- e
abct3 et —1ebt —1ect 1

> zk z > B zk
=l eoim X

k=0 k=0
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1
g(et)et = ~ b3 (1 —nt + %n2t2) (1 — Jat+ %aztz) :

(1 3bt+ H6282) (1 et + )
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1
g(et)et = ~ b3 (1 —nt + %n2t2) (1 — Jat+ %aztz) :

(1 3bt+ H6282) (1 et + )

Wspdtczynnik przy t~* jest réwny

1 , a+b+c  a*+b*>+c?+3bc+3ca+3ab
— n — n— .
2abc 2abc 12abc
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W ogélnosci:

1 2 a+b+cn+32+b2+C2+3bc+3ca+3ab
2abc 2abc 12abc
+ s_n(b,c;a) + s_n(c,a; b) + s_n(a, b; c)

L(n) =
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W ogélnosci:

1 , a+b+c +32+b2+c2+3bc+3ca+3ab

£n) = 2abc " 2abc 12abc
+ s_n(b,c;a) + s_n(c,a; b) + s_n(a, b; c)
Dla c=1:

1 , a+b+1l a®+b>+3ab+3a+3b+1
£ln) = 55" 2ab " 12ab
+s_n(b,1;8) +s_p(a,1; b)
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Wykres dla a =5, b=8, n=0,1,2,...,40

10 20 30 40

1.2, 7 83 : :
L(n) = gon" + 450+ 1¢5 +5-n(5,1;7) +5-5(7,1;5)



5_n(5,1;8) 4+ 5_,(8,1;5) dla n=10,1,2,...,40

05+ ° ° ° °

0.25 1

—0.25 + * °
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W trzech wymiarach — co mamy

V4
L(n) :#{(Xayaz) eEN3:ax by +cz< n}

:#{(x,y,z,t)€N4:ax+by+cz+t:n}
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W trzech wymiarach — co jeszcze mozemy miec

V4
L(n) = #{(x,y,z) € N3 : bex + cay + abz < abcn}

= #{(x,y,z, t) € N*: bex + cay + abz + t = abcn}
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L(n) = #{(X,%Z, t) € N*: bex + cay + abz+t = abcn}

Interesuje nas

1
Res ((1 - ZbC)(l _ an)(l _ zab)(l — z)zabcn+172 = 0> .
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L(n) = #{(X,%Z, t) € N*: bex + cay + abz+t = abcn}

Interesuje nas

1
Res ((1 - ZbC)(l _ an)(l _ zab)(l — z)zabcn+172 = 0> .

Wiemy, ze

Zabcn
R =0]=1.
. <(1 — 2P (1~ 28)(1 — 2B)(1 — )zberil )
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L(n) = #{(X,%Z, t) € N*: bex + cay + abz+t = abcn}

Interesuje nas

1
Res ((1 - ZbC)(l _ an)(l _ zab)(l — z)zabcn+172 = 0> .

Wiemy, ze

Zabcn
R =0]=1.
. <(1 — 2P (1~ 28)(1 — 2B)(1 — )zberil )

Obliczymy zatem

1— Zabcn
R = .
- <(1 — (1= 291 — )1 = )zt 0)
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Bieguny (a, b, c - parami wzglednie pierwsze)

1— Zabcn

g(z) = (1 — 2b6)(1 — z)(1 — z2b)(1 — z)zaben+1
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Bieguny (a, b, c - parami wzglednie pierwsze)

1— Zabcn

g(z) = (1 — 2b6)(1 — z)(1 — z2b)(1 — z)zaben+1
Bieguny:

e z=0;
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Bieguny (a, b, c - parami wzglednie pierwsze)

1— Zabcn

g(z) = (1 — 2b6)(1 — z)(1 — z2b)(1 — z)zaben+1
Bieguny:

o z=0;
e z=1 (rzedu 3);
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Bieguny (a, b, c - parami wzglednie pierwsze)

1— Zabcn

g(z) = (1 — 2b6)(1 — z)(1 — z2b)(1 — z)zaben+1
Bieguny:

o z=0;
e z=1 (rzedu 3);

e z=¢Kdlak=1,2,...,a— 1 (proste); analogiczne dla b i c.
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n 1
S a(1-&k)(1-¢k)

Ros ((2). 2 =€) =
Ichsumadla k=1,2,...,a—1:

nit 1
Sl ana-d)

= —nso(bc, 1; a).
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n 1
S a(1-&k)(1-¢k)

Ros ((2). 2 =€) =
Ichsumadla k=1,2,...,a—1:

nit 1
Sl ana-d)

= —nso(bc, 1; a).

abc 5 bc+catab+1,
——n — n

6 4

_ 3a’bct3ab’ct3abc? 4 b2+ c2a +a?b*+-3bc+3cat3abt1 n
12abc
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/
% / / ((X))_{{X}_l gdy x¢Z,

VT

Suma Dedekinda:




Sumy Dedekinda

/) 1
/ﬂy//// ((X))—{{X}_ gdy x¢Z

Suma Dedekinda:

b—1

s(a.0) =3 (%)) (%))

k=0

Wartos¢ s(a, b) jest okresowa wzgledem a z okresem b.
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Sumy Dedekinda

/) 1
/ﬂy//// ((X))—{{X}_ gdy x¢Z

Suma Dedekinda:

b—1

s(a.0) =3 (%)) (%))

k=0

Wartos¢ s(a, b) jest okresowa wzgledem a z okresem b.
Prawo wzajemnosci:

2 2
s(a, b) + s(b,a) = 31“212;1 —%
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Dyskretna analiza fourierowska

Niech f : Z — C — funkcja o okresie b. Wéwczas

b—1 b—1
) =Y e, Fm =3 > (kg™
k=0 k=0
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Dyskretna analiza fourierowska

Niech f : Z — C — funkcja o okresie b. Wéwczas

b—1 b—1
) =Y e, Fm =3 > (kg™
k=0 k=0

Niech f(a) = ((2)). Mamy f(0) = 0 oraz dla 0 < a < b:

b—1 b—1
-8 (@)e - S -yer- 48

k=0 k=1
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Dyskretna analiza fourierowska

Niech f : Z — C — funkcja o okresie b. Wéwczas
b-1 A 1 b1
fn) =Y F(R)ES,  Fln)= 2> f(k)E™.
k=0 b=

Niech f(a) = ((2)). Mamy f(0) = 0 oraz dla 0 < a < b:

b—1 b—1
=Y () a* =3 (s-1) 6™ = 221*2?

k=0 k=1

V1 Ef 1k
4bZ 1—&p1— gk
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Dyskretna analiza fourierowska

Niech f : Z — C — funkcja o okresie b. Wéwczas
b-1 A 1 b1
fn) =Y F(R)ES,  Fln)= 2> f(k)E™.
k=0 b=

Niech f(a) = ((2)). Mamy f(0) = 0 oraz dla 0 < a < b:

b—1 b—1
=Y () a* =3 (s-1) 6™ = 221*2?

k=0 k=1

V1 Ef 1k
4bZ 1—&p1— gk

b—-1
4b
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so(a,1; b) = —s(a, b) +



Twierdzenie Mordella i Pommersheima

b b b+1
£n3+ c+ca+ab+ 72

6 4
a“bc+3ab“cH3abc +b c +c a‘+a +3abc+
+32b 3ab?c+3abc?+b>c?+c?a’+a?b?+3abc+1

L(n) =

12abc

— s(bc, a) — s(ca, b) — s(ab, c)} n+1
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Twierdzenie Mordella i Pommersheima

b b b+1
£n3+ c+ca+ab+ 72

6 4

+ 3a’bc+3ab?c+3abc?+b2c2+c2a?+a2 b2 +3abc+1
12abc

L(n) =

— s(bc, a) — s(ca, b) — s(ab, c)} n+1

L(1) = 2 + PEEGER 4 SR 4 55+ 5+ P 2+ e
— s(bc,a) — s(ca, b) — s(ab, c)
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Wielomian Ehrharta

Niech:

‘P — d-wymiarowy wieloscian zanurzony w R";

nP — wieloscian jednoktadny do P wzgldem 0 w stosunku n € Z;
Lp(n) — liczba punktéw kratowych w nP.
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Wielomian Ehrharta

Niech:

‘P — d-wymiarowy wieloscian zanurzony w R";

nP — wieloscian jednoktadny do P wzgldem 0 w stosunku n € Z;
Lp(n) — liczba punktéw kratowych w nP.

Twierdzenie Ehrharta.
o jesli wieloscian P ma wierzchotki w Z", to Lp(n) jest
wielomianem zmiennej n stopnia d,

@ jesli wieloscian P ma wierzchotki w Q", to Lp(n) jest
pseudowielomianem zmiennej n stopnia d.
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Matthias Beck i Sinai Robins

Computing the Continous Discretely
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