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Wielokąt kratowy

Wzór Picka:

A = 1 · I + 12 · B − 1

L = A+ 12B + 1

B =
∑
NWD

(
xi+1−xi , yi+1−yi

)
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Dla wielościanu?

Przypuśćmy, że istnieją stałe c1, c2, c3, dla których

V = c1I + c2B + c3.

n = 4c2(n + 1) + c3 ⇒ c2 =
1
4

1
3n = c2(n + 4) + c3 ⇒ c2 =

1
3
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Inny kierunek – wymierne współrzędne
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Uzupełnianie do prostokąta
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Symetrie i translacje
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Trójkąt prostokątny
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L(n) = #
{
(x , y) ∈ N2 : ax + by 6 n

}
= #

{
(x , y , z) ∈ N3 : ax + by + z = n

}
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Problem Frobeniusa – rozmiana monet

L(n) = #
{
(x , y , z) ∈ N3 : ax + by + cz = n

}

Funkcja tworząca dla L(n):

f (z) = (1+ za + z2a + . . .)(1+ zb + . . .)(1+ zc + . . .)

=
1

(1− za)(1− zb)(1− zc)
.
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Bieguny (a, b, c parami względnie pierwsze)

L(n) = coeffzn
(

1
(1− za)(1− zb)(1− zc)

)

g(z) =
1

(1− za)(1− zb)(1− zc)zn+1

L(n) = Res(g(z), z = 0)

Bieguny:

z = 0;

z = 1 (rzędu 3);

z = ξka dla k = 1, 2, . . . , a− 1 (proste), analogiczne dla b i c .
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Residua w ξka dla k = 1, 2, . . . , a − 1

Res
(
g(z), z = ξka

)
= lim

z→ξka

(
z − ξka

)
g(z)

= lim
z→ξka

z − ξka
zn+1(1− za)(1− zb)(1− zc)

= −1
a

ξ−kna

(1− ξkba )(1− ξkca )

Suma Fouriera-Dedekinda:

sr (b, c; a) =
1
a

a−1∑
k=1

ξkra
(1− ξkba )(1− ξkca )
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Residuum w 1

Res(g(z), z = 1) = Res
(
g(et)et , t = 0

)

g(et)et =
1

ent(1− eat)(1− ebt)(1− ect)

= − 1
abct3

e−nt
at

eat − 1
bt

ebt − 1
ct

ect − 1

ez =
∞∑
k=0

zk

k!
,

z

ez − 1
=
∞∑
k=0

Bkz
k

k!
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Residuum w 1

g(et)et ≡ − 1
abct3

(
1− nt + 12n

2t2
) (
1− 12at +

1
12a
2t2
)
·

·
(
1− 12bt +

1
12b
2t2
) (
1− 12ct +

1
12c
2t2
)

Współczynnik przy t−1 jest równy

− 1
2abc

n2 − a+ b + c

2abc
n − a2 + b2 + c2 + 3bc + 3ca+ 3ab

12abc
.
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L(n)

W ogólności:

L(n) = 1
2abc

n2 +
a+ b + c

2abc
n +

a2 + b2 + c2 + 3bc + 3ca+ 3ab
12abc

+ s−n(b, c ; a) + s−n(c , a; b) + s−n(a, b; c)

Dla c = 1:

L(n) = 1
2ab

n2 +
a+ b + 1
2ab

n +
a2 + b2 + 3ab + 3a+ 3b + 1

12ab
+ s−n(b, 1; a) + s−n(a, 1; b)
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Wykres dla a = 5, b = 8, n = 0, 1, 2, . . . , 40

10 20 30 40

10

20

L(n) = 1
80n
2 + 7

40n + 83
160 + s−n(5, 1; 7) + s−n(7, 1; 5)
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s−n(5, 1; 8) + s−n(8, 1; 5) dla n = 0, 1, 2, . . . , 40

0

0.25

0.5

−0.25

−0.5

Bartłomiej Bzdęga Zliczanie punktów kratowych



W trzech wymiarach – co mamy

x

y

z

n
a

n
b

n
c

L(n) = #
{
(x , y , z) ∈ N3 : ax + by + cz 6 n

}
= #

{
(x , y , z , t) ∈ N4 : ax + by + cz + t = n

}
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W trzech wymiarach – co jeszcze możemy mieć

x

y

z

an

bn

cn

L(n) = #
{
(x , y , z) ∈ N3 : bcx + cay + abz 6 abcn

}
= #

{
(x , y , z , t) ∈ N4 : bcx + cay + abz + t = abcn

}
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Sztuczka

L(n) = #
{
(x , y , z , t) ∈ N4 : bcx + cay + abz + t = abcn

}
Interesuje nas

Res
(

1
(1− zbc)(1− zca)(1− zab)(1− z)zabcn+1

, z = 0
)
.

Wiemy, że

Res

(
zabcn

(1− zbc)(1− zca)(1− zab)(1− z)zabcn+1
, z = 0

)
= 1.

Obliczymy zatem

Res

(
1− zabcn

(1− zbc)(1− zca)(1− zab)(1− z)zabcn+1
, z = 0

)
.
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Bieguny (a, b, c - parami względnie pierwsze)

g(z) =
1− zabcn

(1− zbc)(1− zca)(1− zab)(1− z)zabcn+1

Bieguny:

z = 0;

z = 1 (rzędu 3);

z = ξka dla k = 1, 2, . . . , a− 1 (proste); analogiczne dla b i c .
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Residua

Res
(
g(z), z = ξka

)
= −n

a

1
(1− ξbcka )(1− ξka )

Ich suma dla k = 1, 2, . . . , a− 1:

−n

a

a−1∑
k=1

1
(1− ξbcka )(1− ξka )

= −ns0(bc, 1; a).

Res(g(z), z = 1) = −abc

6
n3 − bc + ca+ ab + 1

4
n2

− 3a
2bc+3ab2c+3abc2+b2c2+c2a2+a2b2+3bc+3ca+3ab+1

12abc n
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Sumy Dedekinda

((x)) =

{
{x} − 12 gdy x 6∈ Z,

0 gdy x ∈ Z

Suma Dedekinda:

s(a, b) =
b−1∑
k=0

((
ka
b

)) ((
k
b

))

Wartość s(a, b) jest okresowa względem a z okresem b.
Prawo wzajemności:

s(a, b) + s(b, a) = a2+b2+1
12ab − 14
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Dyskretna analiza fourierowska

Niech f : Z→ C – funkcja o okresie b. Wówczas

f (n) =
b−1∑
k=0

f̂ (k)ξnkb , f̂ (n) =
1
b

b−1∑
k=0

f (k)ξ−nkb .

Niech f (a) = (( ab )). Mamy f̂ (0) = 0 oraz dla 0 < a < b:

f̂ (a) =
b−1∑
k=0

((
k
b

))
ξ−akb =

b−1∑
k=1

(
k
b −

1
2

)
ξ−akb =

1
2b
1+ ξkb
1− ξkb

.

s(a, b) =
1
4b

b−1∑
k=1

1+ ξkb
1− ξkb

1+ ξakn
1− ξakb

s0(a, 1; b) = −s(a, b) +
b − 1
4b
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Twierdzenie Mordella i Pommersheima

L(n) = abc

6
n3 +

bc + ca+ ab + 1
4

n2

+
[
3a2bc+3ab2c+3abc2+b2c2+c2a2+a2b2+3abc+1

12abc

− s(bc, a)− s(ca, b)− s(ab, c)
]
n + 1

L(1) = abc
6 + bc+ca+ab

4 + a+b+c
4 + bc

12a +
ca
12b + ab

12c + 2+ 1
12abc

− s(bc, a)− s(ca, b)− s(ab, c)
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Wielomian Ehrharta

Niech:
P – d-wymiarowy wielościan zanurzony w Rn;
nP – wielościan jednokładny do P wzgldem 0 w stosunku n ∈ Z+;
LP(n) – liczba punktów kratowych w nP.

Twierdzenie Ehrharta.

jeśli wielościan P ma wierzchołki w Zn, to LP(n) jest
wielomianem zmiennej n stopnia d ;

jeśli wielościan P ma wierzchołki w Qn, to LP(n) jest
pseudowielomianem zmiennej n stopnia d .
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