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»1he tragedy of the commons” czyli "tragedia ragecyof the
wspoélnego zasobu” — przyktad motywujgcy




Gra

» Nieformalnie, "z zycia™:
Gra — dowolna sytuacja, w ktérej mamy co najmniej 2
jednostki (gracze) podejmujgce decyzje (tu uwagal),
kazda kieruje sie swoim wtasnym celem
(zmaksymalizowac wyptate), przy czym wyptata gracza
zalezy takze od decyzji podjetych przez pozostatych
graczy.
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kazda kieruje sie swoim wiasnym celem Go'tojest gra?
(zmaksymalizowac wyptate), przy czym wyptata gracza
zalezy takze od decyzji podjetych przez pozostatych
graczy.

Pétformalnie:

Gra — dowolna sytuacja, w ktorej kazdy z co najmniej 2
graczy sposréd dostepnych mu strategii wybiera taka,
ktéra maksymalizuje jego funkcje wyptaty, przy czym
funkcje wyptaty graczy zalezg od catego profilu strategii
— wyboru decyzji wszystkich graczy.
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Strategia — okresla, jakie decyzje bedziemy
podejmowaé we wszystkich mozliwych sytuacjach
podczas gry (przez caty jej przebieg).
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Gra — dowolna sytuacja, w ktérej mamy co najmniej 2
jednostki (gracze) podejmujgce decyzje (tu uwagal),
kazda kieruje sie swoim wiasnym celem Go'tojest gra?
(zmaksymalizowac wyptate), przy czym wyptata gracza
zalezy takze od decyzji podjetych przez pozostatych
graczy.

Pétformalnie:

Gra — dowolna sytuacja, w ktorej kazdy z co najmniej 2
graczy sposréd dostepnych mu strategii wybiera taka,
ktéra maksymalizuje jego funkcje wyptaty, przy czym
funkcje wyptaty graczy zalezg od catego profilu strategii
— wyboru decyzji wszystkich graczy.

Strategia — okresla, jakie decyzje bedziemy
podejmowaé we wszystkich mozliwych sytuacjach
podczas gry (przez caty jej przebieg).

Strategia — funkcja przyporzadkowujgca kazdej sytuacji
w grze decyzje.
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» Zbiér graczy — najczesciej I = {1,...,n},
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» Formalnie Co to jest gra?
Gra w postaci strategicznej jest definiowana przez:
» Zbiér graczy — najczesciej I = {1,..., n}, ale czasem
continuum [0, 1] z miarg Lebesgue’a;
» Zbiory strategii graczy: S;;
» Funkcje wyptaty graczy M;(Ss, ..., Sp).

» S — profil strategii;

» Wprowadzimy wygodny inny zapis profilu, tak zeby
podkresli¢ wlasny wybor gracza i
[s, S_i] — profil S ze strategig gracza i zamieniong na s.




Rownowaga Nasha i optymalno$¢ w sensie
Pareto

» Rownowaga Nasha — taki wybor strategii przez graczy,
ze zadnemu nie opfaca sie zmieni€ strategii, jesli
pozostali nie zmienili swoich.
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Roéwnowaga Nasha i optymalnos¢ w sensie rageay of s
Pareto
» Réwnowaga Nasha — taki wybor strategii przez graczy, imuw.edu

ze zadnemu nie opfaca sie zmieni€ strategii, jesli
pozostali nie zmienili swoich.

» Formalnie: rbwnowaga Nasha — taki profil strategii S, ze
dla kazdego gracza i i kazdej strategii s € S;
Mi([s, S=i]) < Ni(S).
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» Rownowaga Nasha — taki wybor strategii przez graczy,
ze zadnemu nie opfaca sie zmieni€ strategii, jesli
pozostali nie zmienili swoich.

» Formalnie: rbwnowaga Nasha — taki profil strategii S, ze
dla kazdego gracza i i kazdej strategii s € S;
Mi([s, S=i]) < Ni(S).

» Jedyny profil w strategii, jaki moze utrzymac sie w grze.

» Profil strategii S jest optymalny w sensie Pareto, jesli
nie istnieje profil S lepszy w sensie Pareto, czyli taki,
ktory daje wyzszg wyptate co najmniej jednemu

graczowi (i € I11;(S) > M;(S)), a niemniejsza
wszystkim (Vi € I T1;(S) > M;(S)).

» Czyli nie da sie nikomu polepszy¢ nie pogarszajac
innym.

» Bardzo staba wtasnosc¢!
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» Jak liczymy réwnowage Nasha?

» Jako punkt staty odzworowanie najlepszej odpowiedzi
B : Y — X zdefiniowanego przez
Bi(S) = Argmaxcg, Mi([s, S-]),

» czyli taki profil S, ze S € B(S).
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Jak liczymy réwnowage Nasha?

Jako punkt staty odzworowanie najlepszej odpowiedzi
B : Y — X zdefiniowanego przez

Bi(S) = Argmaxgcg, Mi([s, S-i]),

czyli taki profil S, ze S € B(S).

Powyzsze sformutowanie ma tadny zwarty zapis, ale
Bi(S) zalezy tylko od S_;, wigc pomijamy nieistotne
kawatki i piszemy Vi S; € Bi(S_j).
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» Jak zapisac gre, w ktorej jest 2 graczy i kazdy ma kilka
Strateg i? Przykiady
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» Jak zapisac gre, w ktorej jest 2 graczy i kazdy ma kilka

strategii?

A (23) (-1,5) (51) (3,6)
SIACIC B | (41) (17.2) (1) (1.1)
eczal ¢ | (a5 (1.7) (0.15) (0.2)

Dl (36) (1,7) (0,12) (-1,3)
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» Gra koordynacji, czyli ktérg strong drogi jezdzi¢
P L

P [(1,1) (0,0)}
L | (0,0) (1,1)

» Dwie réwnowagi Nasha (P, P) i (L, L).




Dylemat wigeznia
» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
» Dostajg od $ledczego propozycje wspbtpracy.
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Dylemat wiezZnia hatody ot
» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym .
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
» Dostajg od $ledczego propozycje wspotpracy.
S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
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S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
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» Dwoch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym i
samochodzie, ktéry byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
» Dostajg od Sledczego propozycje wspétpracy.
S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).
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» Dwoch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
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zamknietych w osobnych celach.
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S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)

» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.

» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).

» A przeciez —15 < —3! Brak optymalnosci w sensie
Pareto.
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» Dwoch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
samochodzie, ktéry byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.

» Dostajg od $ledczego propozycje wspbtpracy.

S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).
A przeciez —15 < —3! Brak optymalnosci w sensie
Pareto.
A dylemat wieznia, to nie tylko ta jedna konkretna gra,
ale opis wielu sytuacji podejmowania decyzji na
codzien.
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» Dwoch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
samochodzie, ktéry byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.

» Dostajg od $ledczego propozycje wspotpracy.

S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)

» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.

» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).

» A przeciez —15 < —3! Brak optymalnosci w sensie
Pareto.

» A dylemat wieznia, to nie tylko ta jedna konkretna gra,
ale opis wielu sytuacji podejmowania decyzji na
codzien.

» Wiekszo$¢ norm prawnych i kulturowych powstata, zeby
wymuszaé rozwigzanie kooperacyjne w dylematach
wieznia lub ustala¢, ktérg z réwnowag wybra¢ w grach
kooberacii.
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» Gra w tchérza, walka o terytorium albo jastrzebie i
gotebie
Gra nastolatkéw z dwoma samochodami jadgcymi
naprzeciwko siebie.
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"Chicken ” lub walka o terytorium hatody ot

commons”

» Gra w tchérza, walka o terytorium albo jastrzebie i
gotebie
Gra nastolatkéw z dwoma samochodami jadgcymi
naprzeciwko siebie.

Z NZ
Z (1,1)  (0,2)
Nz | (2,0) (-1,-1)

» Dwie réwnowagi Nasha: (Z,NZ2) i (NZ, Z).
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» Matching pennies czyli Zgaduj-zgadula, w ktérej rece
ztota kula
(0] R

o | (-1,1) (1,-1)

R | (1,-1) (-1,1)
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» Matching pennies czyli Zgaduj-zgadula, w ktérej rece
ztota kula
(0] R
o | (-1,1) (1,-1)
R | (1,-1) (-1,1)

» Nie ma rébwnowagi Nasha.




Wspdlne towisko/pastwisko po raz pierwszy

» Pieciu rybakéw z Jastarni, z ktérych kazdy ma po 2
kutry, sprzedaje swoj potow na wspdlnym targu.

» Kazdy uzyty kuter wytawia 1 tone $ledzia.

» Cena, po kitérej moga sprzedac ryby to 13 — g za tone,
gdzie q to taczna liczba wytowionych ton ryb.

» Koszty pracy kazdego statku to 1.
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» Pieciu rybakéw z Jastarni, z ktérych kazdy ma po 2
kutry, sprzedaje swoj potow na wspdlnym targu.

» Kazdy uzyty kuter wylawia 1 tone $ledzia.

» Cena, po kitérej moga sprzedac ryby to 13 — g za tone,
gdzie q to taczna liczba wytowionych ton ryb.

» Koszty pracy kazdego statku to 1.

» Wyptata gracza i to zatem
(13— (St +---+ Ss5))- Si—1-S;, gdzie S; to liczba jego
kutrow wystanych na potow.
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» Pieciu rybakéw z Jastarni, z ktérych kazdy ma po 2
kutry, sprzedaje swoj potow na wspdlnym targu.

» Kazdy uzyty kuter wytawia 1 tone $ledzia.

» Cena, po kitérej moga sprzedac ryby to 13 — g za tone,
gdzie q to taczna liczba wytowionych ton ryb.

» Koszty pracy kazdego statku to 1.

» Wyptata gracza i to zatem
(13— (St +---+ Ss5))- Si—1-S;, gdzie S; to liczba jego
kutrow wystanych na potow.

» Wyptata kazdego z graczy jest $cisle rosngca
wzgledem liczby wtasnych statkow przy dowolne;j
osiggalnej liczbie innych statkdw.




Wspadlne towisko/pastwisko po raz pierwszy a0t

commons”

» Pieciu rybakéw z Jastarni, z ktérych kazdy ma po 2
kutry, sprzedaje swoj potow na wspdlnym targu.

» Kazdy uzyty kuter wylawia 1 tone $ledzia.

» Cena, po kitérej moga sprzedac ryby to 13 — g za tone,
gdzie q to taczna liczba wytowionych ton ryb.

» Koszty pracy kazdego statku to 1.

» Wyptata gracza i to zatem
(13— (St +---+ Ss5))- Si—1-S;, gdzie S; to liczba jego
kutrow wystanych na potow.

» Wyptata kazdego z graczy jest $cisle rosngca
wzgledem liczby wtasnych statkow przy dowolne;j
osiggalnej liczbie innych statkdw.

» Jedyna réwnowaga Nasha (2,2, 2, 2, 2) dajaca wyptate
4 kazdemu graczowi, podczas gdy profil (1,1,1,1,1)
daje wyptaty 7!
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» rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T]
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu

» rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu
» rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
» w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

imuw.edu

Gry dynamiczne



Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu
» rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
» w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.

» Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

imuw.edu

Gry dynamiczne




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu ragec of the

commons”

» rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0,..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;

» w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.

» Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.

» A wiec strategie S; — funkcje z T w D, TP —




>

Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu ragec of the

commons”

rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;

w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.

Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wigc strategie S; — funkcje z T w Dj, mierzalne w TP —
przypadku czasu ciggtego.




Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu hageayons

» rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0,..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;

» w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.

» Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.

» A wigc strategie S; — funkcje z T w D;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.

» Wyptata ma postac ;(S) =

> =X Pi(S(1), X(1))5! (+G(X(T + 1)/ ") przy czasie
dyskretnym,

- = [T P(S(t), X(t))s'dt(+ G(X(T))oT) przy czasie
ciagtym;

Gry dynamiczne




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu ragec of the

>

rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.
Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wiec strategie S; — funkcje z T w D;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.
Wyptata ma postaé IM;(S) =
> =X Pi(S(1), X(1))5! (+G(X(T + 1)/ ") przy czasie
dyskretnym,
- = [T P(S(t), X(t))s'dt(+ G(X(T))oT) przy czasie
ciagtym;
gdzie X : T - X

Gry dynamiczne




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu ragec of the

>

rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.
Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wigc strategie S; — funkcje z T w Dj;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.
Wyptata ma postaé IM;(S) =
> =X Pi(S(1), X(1))5! (+G(X(T + 1)/ ") przy czasie
dyskretnym,
- = [T P(S(t), X(t))s'dt(+ G(X(T))oT) przy czasie
ciagtym;
gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest
zdefiniowane przez réwnania
> X(t+1) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie dyskretnym t € T,
» X(t) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie ciagglym

Gry dynamiczne




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu ragec of the

>

rozgrywane w czasie T, dyskretnym T = {0, ..., T} lub
ciaglym T = [0, T] dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.
Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wiec strategie S; — funkcje z T w D;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.
Wyptata ma postaé IM;(S) =
> =X Pi(S(1), X(1))5! (+G(X(T + 1)/ ") przy czasie
dyskretnym,
- = [T P(S(t), X(t))s'dt(+ G(X(T))oT) przy czasie
ciagtym;
gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest
zdefiniowane przez réwnania
> X(t+1) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie dyskretnym t € T,
» X(t) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie ciaglym (p.w.!);
» z warunkiem poczatkowym X(0) = xo.

Gry dynamiczne




Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu cd. hageayons

commons”

Agnie:

nimuw.edu

» Powigzanie ze stopg procentowg r; > 0
» przy czasie dyskretnym, ¢; =

» przy czasie cigglym §; = e™";

A
T+

Gry dynamiczne




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu cd. ‘ragecly of he

commons”

» Powigzanie ze stopg procentowg r; > 0
» przy czasie dyskretnym, 6; = ﬁ
» przy czasie cigglym §; = e™";
» Obliczenie rownowagi Nasha w grze dynamicznej — S
rownoczesne rozwigzanie problemow optymalizaciji
dynamicznej dla wszystkich graczy




Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu cd.

» Powigzanie ze stopg procentowg r; > 0
» przy czasie dyskretnym, 6; = ﬁ
» przy czasie cigglym §; = e™";

» Obliczenie réwnowagi Nasha w grze dynamicznej —
rownoczesne rozwigzanie problemow optymalizaciji
dynamicznej dla wszystkich graczy — kazdy wzgledem
swojej strategii.

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Agnies

Gry dynamiczne




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu cd. ragec of the

commons”

» Powigzanie ze stopg procentowg r; > 0
» przy czasie dyskretnym, 6; = ﬁ
» przy czasie ciggtym §; = e~"i;

» Obliczenie rownowagi Nasha w grze dynamicznej — S
rébwnoczesne rozwigzanie probleméw optymalizaciji
dynamicznej dla wszystkich graczy — kazdy wzgledem
swojej strategii.

» W grach dynamicznych obliczanie réwnowagi Nasha
taczy ze sobg optymalizacje dynamiczng




Gry, dynamika i ,the

Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu cd. ragec of the

commons”

» Powigzanie ze stopg procentowg r; > 0
» przy czasie dyskretnym, 6; = ﬁ
» przy czasie cigglym §; = e™";

» Obliczenie rownowagi Nasha w grze dynamicznej — S
rownoczesne rozwigzanie problemow optymalizaciji
dynamicznej dla wszystkich graczy — kazdy wzgledem
swojej strategii.

» W grach dynamicznych obliczanie réwnowagi Nasha
taczy ze sobg optymalizacje dynamiczng z szukaniem
punktu statego odwzorowania najlepszej odpowiedzi w
przestrzeni profili strategii (przestrzen funkcyjna).




Gry dynamiczne cd. Gy gy e

commons”

Gry dynamiczne




Gry dynamiczne cd. Gy gy e

commons”

» Tzw. struktura informacyjna ma znaczenie tzn. mozemy
rozwazac strategie jako funkcje stanu (biezgcego)

Gry dynamiczne




Gry dynamiczne cd. Gy gy e

commons”

» Tzw. struktura informacyjna ma znaczenie tzn. mozemy
rozwazac strategie jako funkcje stanu (biezacego),
stanu i czasu S




Gry dynamiczne cd. Gy gy e

commons”

» Tzw. struktura informacyjna ma znaczenie tzn. mozemy
rozwazac strategie jako funkcje stanu (biezacego),
stanu i czasu, stanu i historii posunigé graczy... Gry dynamiczne




Gry dynamiczne cd. Gy gy e

commons”

» Tzw. struktura informacyjna ma znaczenie tzn. mozemy
rozwazac strategie jako funkcje stanu (biezacego),
stanu i czasu, stanu i historii posunigé graczy... Gry dynamiczne

» Zapis gry powyzej oznacza strukture
informacyjna/strategie otwartej petli.




Gry dynamiczne cd. Gy gy e

commons”

» Tzw. struktura informacyjna ma znaczenie tzn. mozemy
rozwazac strategie jako funkcje stanu (biezacego),
stanu i czasu, stanu i historii posunigé graczy... Gry dynamiczne

» Zapis gry powyzej oznacza strukture
informacyjna/strategie otwartej petli.

» Dla innych struktur informacyjnych zamiast S(t) mamy
S(X(1)), S(X(t),t) itd.




Optymalizacja dynamiczna
» Jeden podejmujacy decyzje.

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
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Optymalizacja
dynamiczna




Optymalizacja dynamiczna
» Jeden podejmujacy decyzje.
» Czas T, system o zbiorze stanéw X, wybér ze zbioru
parametréw sterujacych U.
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tragedy of the
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Optymalizacja
dynamiczna




Optymalizacja dynamiczna
» Jeden podejmujacy decyzje.
» Czas T, system o zbiorze stanéw X, wybér ze zbioru
parametréw sterujacych U.

» Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli ¢/°-
—funkcjezu: T — U,

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Agnies

Optymalizacja
dynamiczna




Optymalizacja dynamiczna
» Jeden podejmujacy decyzje.
» Czas T, system o zbiorze stanéw X, wybér ze zbioru
parametréw sterujacych U.
» Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli 7/°-
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu

ciggtego.

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Agnies

Optymalizacja
dynamiczna




Optymalizacja dynamiczna

Jeden podejmujacy decyzje.

Czas T, system o zbiorze stanow X, wybor ze zbioru
parametréw sterujacych U.

Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli ¢/

>

>

—funkcjezu: T — U,

ciggtego.

mierzalne w przypadku czasu

Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =
> = 2o g(U(t). X(1), )6 P (+G(X(T +1)87170) przy

czasie dyskretnym

- = o

C|qg’rym

), )60 dt(+G(X(T))o"* przy czasie
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Optymalizacja dynamiczna

>

>

Jeden podejmujacy decyzje.

Czas T, system o zbiorze stanow X, wybor ze zbioru
parametréw sterujacych U.

Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli ¢/
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu

ciggtego.
Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =

> = o g(U(t). X(1), )8 (+G(X(T +1)57+'7®) przy
czasie dyskretnym
= fo ), 16! dt(+G(X(T))s6™* przy czasie
C|qg’rym
gdzie X : T - X

Gry, dynamika i ,the
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Optymalizacja dynamiczna

>

>

Jeden podejmujacy decyzje.

Czas T, system o zbiorze stanow X, wybor ze zbioru
parametréw sterujacych U.

Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli ¢/
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu

ciggtego.
Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =

> = o g(U(t). X(1), )8 (+G(X(T +1)57+'7®) przy
czasie dyskretnym
= fo ), 16! dt(+G(X(T))s6™* przy czasie
C|qg’rym
gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest
zdefiniowane przez réwnania
» X(t+ 1) = ¢(X(t), U(t), t) przy czasie dyskretnym
teT,

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Optymalizacja
dynamiczna




Optymalizacja dynamiczna ey olthe
pty Ja ay

» Jeden podejmujacy decyzje. o

» Czas T, system o zbiorze stanéw X, wybér ze zbioru
parametréw sterujacych U.

» Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli 7/°-
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu
ciggtego.

» Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =

> = 2o a(U(t), X(1), )0 (+G(X(T + 1)6T+1-0) przy Optymalizaca
czasie dyskretnym dynamiczna
= fo ), 16! dt(+G(X(T))s6™* przy czasie
C|qg’rym

» gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest

zdefiniowane przez réwnania
» X(t+ 1) = ¢(X(t), U(t), t) przy czasie dyskretnym
teT,
> X(t) = ¢(X(t), U(t), t) przy czasie ciaglym




Optymalizacja dynamiczna ey olthe
pty Ja ay

» Jeden podejmujacy decyzje. i

» Czas T, system o zbiorze stanéw X, wybér ze zbioru
parametréw sterujacych U.

» Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli 7/°-
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu
ciggtego.

» Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =

> = 2o a(U(t), X(1), )0 (+G(X(T + 1)6T+1-0) przy Optymalizaca
czasie dyskretnym ST
= fo ), 16! dt(+G(X(T))s6™* przy czasie
C|qg’rym

» gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest

zdefiniowane przez réwnania
» X(t+ 1) = ¢(X(t), U(t), t) przy czasie dyskretnym
teT,
» X(t) = ¢(X(t), U(t), 1) przy czasie ciagtym (p.w.!);




Optymalizacja dynamiczna

>

>

Jeden podejmujacy decyzje.
Czas T, system o zbiorze stanow X, wybor ze zbioru
parametréw sterujacych U.
Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli ¢/
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu
ciggtego.
Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =
> = o g(U(t). X(1), )8 (+G(X(T +1)57+'7®) przy
czasie dyskretnym
= fo ), 16! dt(+G(X(T))s6™* przy czasie
C|qg’rym
gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest
zdefiniowane przez réwnania
» X(t+ 1) = ¢(X(t), U(t), t) przy czasie dyskretnym
teT,
» X(t) = ¢(X(t), U(t), 1) przy czasie ciagtym (p.w.!);
» z warunkiem poczatkowym X(ty) = Xo.
Powigzanie ze stopg procentowq r>0

> przy czasie dyskretnym, § = ——

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
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Optymalizacja
dynamiczna




Optymalizacja dynamiczna

>

>

Jeden podejmujacy decyzje.
Czas T, system o zbiorze stanow X, wybor ze zbioru
parametréw sterujacych U.
Sterowania w najprostszym ujeciu — otwartej petli ¢/
—funkcje z u : T — U, mierzalne w przypadku czasu
ciggtego.
Maksymalizowana wyptata ma postaé M(u) =
> = o g(U(t). X(1), )8 (+G(X(T +1)57+'7®) przy
czasie dyskretnym
= fo ), 16! dt(+G(X(T))s6™* przy czasie
C|qg’rym
gdzie X : T — X (T = T U {czas po T}) jest
zdefiniowane przez réwnania
» X(t+ 1) = ¢(X(t), U(t), t) przy czasie dyskretnym
teT,
» X(t) = ¢(X(t), U(t), 1) przy czasie ciagtym (p.w.!);
» z warunkiem poczatkowym X(ty) = Xo.
Powigzanie ze stopg procentowq r>0

> przy czasie dyskretnym, § = ——

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Optymalizacja
dynamiczna




Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
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Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)

» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u:X-01

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
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Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)
» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT - U (przy T skonczonym);

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
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Optymalizacja
dynamiczna




Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)
» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Optymalizacja
dynamiczna




Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)
» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .
» w postaci sprzezenia zwrotnego (feedback) znamy
obecny stan systemu u: X - U

Gry, dynamika i ,the
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Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)
» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .
» w postaci sprzezenia zwrotnego (feedback) znamy
obecny stan systemu u : X — U lub znamy obecny stan
systemuiczas u: X x T — U (przy T skohczonym)

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”
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dynamiczna




Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)

» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .

» w postaci sprzezenia zwrotnego (feedback) znamy
obecny stan systemu u : X — U lub znamy obecny stan
systemuiczas u: X x T — U (przy T skohczonym) ,
ale nie musimy zna¢ stanu poczatkowego;

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
commons”

Optymalizacja
dynamiczna




Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)

» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .

» w postaci sprzezenia zwrotnego (feedback) znamy
obecny stan systemu u : X — U lub znamy obecny stan
systemuiczas u: X x T — U (przy T skohczonym) ,
ale nie musimy znaé stanu poczatkowego; ozn UF.

Gry, dynamika i ,the
tragedy of the
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dynamiczna




Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)

» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .

» w postaci sprzezenia zwrotnego (feedback) znamy
obecny stan systemu u : X — U lub znamy obecny stan
systemuiczas u: X x T — U (przy T skohczonym) ,
ale nie musimy znaé stanu poczatkowego; ozn UF.

» Konieczne dodatkowe zatozenia, zeby zagwarantowac
istnienie i jednoznacznos¢ trajektorii dla ustalonego
warunku poczatkowego
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Struktura informacyjna

» Powyzej — otwartej petli (bo najprostszy zapis)
» Inne struktury informacyjne (jaka wiedzg dysponujemy
przy konstrukcji strategii)

» zamknietej petli: znamy obecny stan systemu
u: X — U lub znamy obecny stan systemu i czas
u:XxT— U (przy T skoAczonym); ozn. UC .

» w postaci sprzezenia zwrotnego (feedback) znamy
obecny stan systemu u : X — U lub znamy obecny stan
systemuiczas u: X x T — U (przy T skohczonym) ,
ale nie musimy znaé stanu poczatkowego; ozn UF.

» Konieczne dodatkowe zatozenia, zeby zagwarantowac
istnienie i jednoznacznos¢ trajektorii dla ustalonego
warunku poczatkowego

» Jak to dziata, to niewazne, jakiej struktury informacyjne;j
uzywamy — bo mamy réwnowaznos¢.
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Struktura informacyjna — gry

» A w grach dynamicznych przy innych strukturach
informacyjnych dojdziemy przewaznie do innych
rownowag Nasha!
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Struktura informacyjna — gry

» A w grach dynamicznych przy innych strukturach
informacyjnych dojdziemy przewaznie do innych
rownowag Nasha!

» | r6zne metody szukania sterowania optymalnego
prowadza do réznych réwnowag
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Struktura informacyjna — gry Gry, dynamika i the

tragedy of the
commons”

» A w grach dynamicznych przy innych strukturach
informacyjnych dojdziemy przewaznie do innych
rownowag Nasha!

» | r6zne metody szukania sterowania optymalnego
prowadza do réznych rownowag

5 C k ) VS. S (x u» )) — Optymalizacja

dynamiczna




Rozwigzywanie optymalizacji dynamicznej hagearait

commons”

» Mnozniki Lagrange’a i ich ciggty odpowiednik —
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Rozwigzywanie optymalizacji dynamicznej

» Mnozniki Lagrange’a i ich ciggty odpowiednik — zasada
maksimum Pontriagina
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Rozwigzywanie optymalizacji dynamicznej

» Mnozniki Lagrange’a i ich ciggty odpowiednik — zasada
maksimum Pontriagina
» Obliczajg optymalne sterowanie w postaci otwartej
petli...
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Rozwigzywanie optymalizacji dynamicznej hagearait

commons”

» Mnozniki Lagrange’a i ich ciggly odpowiednik — zasada
maksimum Pontriagina
» Obliczajg optymalne sterowanie w postaci otwartej
petli... i mozna przy ich pomocy liczy¢ réwnowagi
otwartej petli.
» Roéwnanie Bellmana lub
Bellmana-Hamiltona-Jacobiego, HJB

> Obliczajg optymalne sterowanie w postaci sprzezenia
zwrotnego ...

Rozwigzywanie




Rozwigzywanie optymalizacji dynamicznej hagearait

commons”

» Mnozniki Lagrange’a i ich ciggly odpowiednik — zasada
maksimum Pontriagina
» Obliczajg optymalne sterowanie w postaci otwartej
petli... i mozna przy ich pomocy liczy¢ réwnowagi
otwartej petli.
» Roéwnanie Bellmana lub
Bellmana-Hamiltona-Jacobiego, HJB
> Obliczajg optymalne sterowanie w postaci sprzezenia
zwrotnego ... i mozna przy ich pomocy liczy¢ réwnowagi
w postaci sprzezenia zwrotnego.

Rozwigzywanie




Gry, dynamika i ,the

Czas dyskretny — rownanie Bellmana — ragec of the

commons”

skonczony horyzont

» "Mamy rozwigzg¢ zagadnienie dla ustalonego warunku
poczatkowego (xo, fp),




Czas dyskretny — rownanie Bellmana —
skonczony horyzont

» "Mamy rozwigzg¢ zagadnienie dla ustalonego warunku
poczatkowego (Xo, fp), ale po co sie ogranicza¢ —
zrébmy dla dowolnego (x,t) € X x T".

» Definiujemy V(x,t) = supyeq,r N(U, x, t) funkcja
wartosci.
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Czas dyskretny — réwnanie Bellmana — hatody ot
skonczony horyzont

» "Mamy rozwigzg¢ zagadnienie dla ustalonego warunku
poczatkowego (Xo, fp), ale po co sie ogranicza¢ —
zrébmy dla dowolnego (x,1) € X x T”.

» Definiujemy V(x,t) = supyeq,r N(U, x, t) funkcja
wartosci.

» Réwnanie Bellmana (RB) dla kazdego x e X, t € T
V(x,t) = supyey 9(X, u, t) + V(o(x, u, t), t + 1)

» z warunkiem koncowym (WK) dla kazdego x € X
V(x, T+ 1) = G(x).
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Czas dyskretny — réwnanie Bellmana — s

commons”

skonczony horyzont

v

"Mamy rozwigzaé zagadnienie dla ustalonego warunku
poczatkowego (Xo, fp), ale po co sie ogranicza¢ —
zrébmy dla dowolnego (x,1) € X x T”.
» Definiujemy V(x,t) = supyeqr N(U, x, 1) funkcja
wartosci.
» Réwnanie Bellmana (RB) dla kazdego x e X, t € T
V(x,t) = supyey g(x, u, t) + 6V(e(x,u,t), t + 1)
» z warunkiem koncowym (WK) dla kazdego x € X
V(x, T+ 1) = G(x).
Twierdzenie Funkcja V : X x T spetnia (RB) i (WK) wtedy i
tylko wtedy gdy V = V.
Sterowanie U spetnia
U(x, t) € Argmax ey g(x, u) + 6V (¢(x, u), t + 1) Y(x, u) (IB)
wtedy i tylko wtedy gdy jest sterowaniem optymalnym.

Bellman dyskretny




Gry, dynamika i ,the

Czas dyskretny — rownanie Bellmana — ragec of the

commons”

nieskonczony horyzont

» Réwnanie Bellmana j.w.




Gry, dynamika i ,the

Czas dyskretny — rownanie Bellmana — ragec of the

commons”

nieskonczony horyzont

» Réwnanie Bellmana j.w.

» Jesli g, ¢ niezalezne od t, to V i optymalne sterowanie
tez.

Bellman dyskretny




Gry, dynamika i ,the

Czas dyskretny — rownanie Bellmana — ragec of the

commons”

nieskonczony horyzont

» Réwnanie Bellmana j.w.

» Jesli g, ¢ niezalezne od t, to V i optymalne sterowanie
tez.

» Warunek koncowy (standardowy) (WKeo)
lim sup;_,, V(X(t))s! = 0 VX osiagalne;j.

Bellman dyskretny
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Czas dyskretny — rownanie Bellmana — ragec of the

commons”

nieskonczony horyzont

v

Réwnanie Bellmana j.w.

Jesli g, ¢ niezalezne od t, to Vi optymalne sterowanie
tez.

Warunek koncowy (standardowy) (WKeo)

lim sup;_,, V(X(t))s! = 0 VX osiagalne;j.
(RB)+(WK0)+(IB) = V = Vi U jest sterowaniem
optymalnym.

\4

v

Bellman dyskretny

v
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Wspalne towisko po raz drugi hagedyol e

commons”

» Teraz nasi gracze to kraje nadbattyckie, ktére majg
mozliwos¢ wptywu na stan populacii.
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Wspalne towisko po raz drugi hatody ot

» Teraz nasi gracze to kraje nadbattyckie, ktére majg
mozliwos¢ wptywu na stan populacii.

» Decyzje graczy to nadal {0, 1, 2}, teraz ,statek” to
intensywnos$¢ potowu.

» Gra toczy sie przez dwa okresy (0 i 1), czynnikiem
dyskontowym jest 6 = 3 .

» Poczatkowy stan populacji to 1.

» tgczna intensywnos$¢ do 5 wigcznie nie zmienia stanu
populacji ryb.
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Wspdlne towisko po raz drugi

» Teraz nasi gracze to kraje nadbattyckie, ktére majg
mozliwos¢ wptywu na stan populacii.
» Decyzje graczy to nadal {0, 1, 2}, teraz ,statek” to
intensywnos$¢ potowu.
» Gra toczy sie przez dwa okresy (0 i 1), czynnikiem
dyskontowym jest 6 = 3 .
» Poczatkowy stan populacji to 1.
» tgczna intensywnos$¢ do 5 wigcznie nie zmienia stanu
populacji ryb.
» Jesli taczna intensywnos$¢ przekroczy 5, ale nie
przekroczy 7, stan populacji ryb zmniejsza sie o potowe,
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Wspdlne towisko po raz drugi

>

Teraz nasi gracze to kraje nadbattyckie, ktére majg
mozliwos¢ wptywu na stan populacii.
Decyzje graczy to nadal {0, 1, 2}, teraz ,statek” to
intensywnos$¢ potowu.
Gra toczy sie przez dwa okresy (0 i 1), czynnikiem
dyskontowym jest 6 = 3 .
Poczatkowy stan populacji to 1.
» tgczna intensywnos$¢ do 5 wigcznie nie zmienia stanu
populacji ryb.
» Jesli taczna intensywnos$¢ przekroczy 5, ale nie
przekroczy 7, stan populacji ryb zmniejsza sig¢ o potowe,
» ajesli przekroczy 7, to stan zmniejsza sie do pewnego
matego € > 0.
Przy stanie x kazdy ,statek” towi x jednostek ryb,
ponadto koszty rosng )1—( razy. € jest na tyle mate, ze w
tym stanie biezgca wyptata dla dodatnich potowodw jest
zawsze ujemna.
Wyptata koncowa 0.
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Wspadlne towisko — rownowaga w postaci ragecy of the
sprzezenia zwrotnego

» Zaczynamy od t = 2. Vj(x,2) = 0, dla kazdego gracza
i, bo wypiata konhcowa to zero.

» Liczymy najpierw Vi(x,1) dla x € {e, 1 5, 1} z (RB)j,
znajac Vi(y, 2) dla kazdego mozliwego y, rozwigzujac
uktad réwnan na Sj(x, 1) z (IB); (réwnocze$nie dla
wszystkich graczy)
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Wspolne towisko — rGwnowaga w postaci

sprzezenia zwrotnego

» Zaczynamy od t = 2. Vj(x,2) = 0, dla kazdego gracza
i, bo wypiata konhcowa to zero.

» Liczymy najpierw Vi(x,1) dla x € {e, 1 5, 1} z (RB)j,
znajac Vi(y, 2) dla kazdego mozliwego y, rozwigzujac

uktad réwnan na Sj(x,1) z

wszystkich graczy)

(IB); (rownoczes$nie dla

» Tak jakbysmy sie liczyli zwykta r. Nasha dla gry z
wyptatg réwna funkcji po prawej stronie (RB)

» Si(1,1)=2i Vi(1,1)
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Wspdlne towisko — rbwnowaga w postaci hatody ot
sprzezenia zwrotnego

» Zaczynamy od t = 2. Vj(x,2) = 0, dla kazdego gracza
i, bo wypiata konhcowa to zero.

» Liczymy najpierw Vi(x,1) dla x € {e, 1 5, 1} z (RB)j,
znajac Vi(y, 2) dla kazdego mozliwego y, rozwigzujac
uktad réwnan na Sj(x, 1) z (IB); (réwnocze$nie dla
wszystkich graczy)

» Tak jakbysmy sie liczyli zwykta r. Nasha dla gry z
wyptatg réwna funkcji po prawej stronie (RB)

> Si(1,1) =2i Vi(1,1) =4; Si($.1) = 21Iub S;($.1) =1
z¥ Si(3.1)29;

imuw.edu
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Wspolne towisko — rGwnowaga w postaci
sprzezenia zwrotnego

>

>

Zaczynamy od t = 2. Vi(x,2) = 0, dla kazdego gracza
i, bo wypiata konhcowa to zero.
Liczymy najpierw Vi(x,1) dla x € {e, 1 5, 1} z (RB)j,
znajac Vi(y, 2) dla kazdego mozliwego y, rozwigzujac
uktad réwnan na Sj(x, 1) z (IB); (réwnocze$nie dla
wszystkich graczy)
» Tak jakbysmy sie liczyli zwykta r. Nasha dla gry z
wyptatg réwna funkcji po prawej stronie (RB)
> Si(1,1) =2i Vi(1,1) =4; Si($.1) = 21Iub S;($.1) =1
z Y Si(3.1) 2 9; Vi(3.1) = 2 w réwnowadze
symetrycznej, Vi(3,1) = 4 lub 2, odpowiednio, w
niesymetrycznej; Vi(e,1) = 0.
Przechodzimy do okresu 0, z uktadu réwnan (IB); z
obliczonymi Vi(y, 1) réwnowagi Nasha, otrzymujemy
S,‘(X, 0).
Poczatkowy stan populacji to 1, a wiec w okresie
poczatkowym wszyscy gracze wybiorg Sj(1,0) = 2,
mimo ze oznacza to zero nolowdw w Brzvsziosci
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