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Plan espresso

▶ Troch¦ �lozo�i;

▶ Jak mo»na uogólnia¢ modele?

▶ Przykªady typów uogólnie«.
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Prosta(cka) de�nicja wªasna uogólniania

Uogólnianie

Uogólnianie to przenoszenie teorii na wy»szy poziom abstrakcji?

Uogólnianie w matematyce

Uogólnianie w matematyce to przenoszenie teorii matematycznej do

przestrzeni o coraz bardziej zªo»onej strukturze?

Uogólnianie w biomatematyce

Uogólnianie w biomatematyce to wyprzedzanie eksperymentu przez

teori¦?
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Uogólnianie

R. Walczak

Problem polega na tym, »e teorie matematyczne wyprzedziªy

znacznie swój czas, �zyczne - powiedzmy, »e co nieco, a

informatyka jest �na teraz".

Uogólnianie w matematyce

Czy skoro cz¦sto w �zyce potrzeba kilkunastu czy kilkudziesi¦ciu,

by potwierdzi¢ teori¦ eksperymentem, to czy matematyce potrzeba

na to setek lat?

Uogólnianie w matematyce

W uogólnianiu nie chcemy powtarza¢ wyników uzyskanych

wcze±niej, ale by stworzy¢ tak¡ teori¦, która wska»e, jakie klastry

szczególnych przypadków s¡ ciekawe.

Andrzej Tomski Od procesów urodzin i ±mierci do dynamiki na g¦sto±ciach



Wst¦pne uwagi
Uogólnianie modelil

Przykªady
Analiza dªugoczasowa

Uogólnianie

Przykªadowa procedura

▶ Przestrzenie niskich wymiarów, proste odwzorowania

(puªapka);

▶ Przestrzenie dowolnie wielu wymiarów, je±li mo»liwe;

▶ Coraz mniej zaªo»e« o odwzorowaniach;

▶ Przestrzenie niesko«czenie wymiarowe;
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Produkt rodziny uogólnie«?

R. Rudnicki (MiMBM cz.2, w druku (2022)

Procesy kawaªkami deterministyczne s¡ naturalnym uogólnieniem

zarówno ªa«cuchów Markowa jak i ukªadów dynamicznych

(potoków).
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PDMP

Kawaªkami deterministyczne procesy Markowa (j. ang. PDMP) to

ci¡gªe w czasie procesy Markowa ξ(t), t ∈ R z ci¡giem rosn¡cym

czasów przeskoków (tn)
∞
n=1 o takiej cesze, »e proces jest

de�niowany deterministycznie w ka»dym przedziale postaci

(tn, tn+1).
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Ukªad dynamiczny ze skokami
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Ukªad dynamiczny z przeª¡czeniami
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Podstawowy model - równania na funkcje rozkªadu ª¡cznego
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Uogólnienie 1: sko«czona liczba wymiarów (przykªad: n=3),
z R. Rudnickim (JTB, 2016)
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Uogólnienie 1: sko«czona liczba wymiarów (przykªad: n=3)

Trywialne uogólnienia to niekoniecznie trywialne rezultaty.

Mo»e by¢ chocia»by tak, »e proste sytuacje wykluczaj¡ pewne

wªa±ciwo±ci modelu, które w bardziej ogólnej sytuacji - w pewnej

klasie - s¡ mo»liwe.

W tym modelu, rozwa»aj¡c rodzin¦ procesów stochastycznych

(ξnt )t≥0, po przej±ciu z n do niesko«czono±ci i zakªadaj¡c

niesko«czenie szybkie przeª¡czanie stanów oraz staªy ±redni czas

aktywno±ci genu, przy negatywnym efekcie autoregulacji pojawia si¦

cykl graniczny (niemo»liwy w dwóch wymiarach).
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Uogólnienie 1: przej±cie graniczne (przykªad: n=3)
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Uogólnienie 2

Pomysªy na uogólnianie

Niektóre uogólnienia s¡ naturalne. O niektórych mo»na wyczyta¢.

A bardzo cz¦sto to dobry recenzent, któremu �chce si¦".
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Pujo-Menjouet: model Goodwina
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Sprz¦»enie ujemne

x(0) = (x(0), y(0)) = (x0, y0), x0 > 0, y0 > 0.
0

q0(x ,y)−−−−→ 1, 1
q1(x ,y)−−−−→ 0

dx

dt
= γ(t)k1

θn

θn + yn
− d1x

dy

dt
= k2x − d2y ,

(1)
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Sprz¦»enie dodatnie

x(t) oraz y(t) - jak wy»ej.
0

q0(x ,y)−−−−→ 1, 1
q1(x ,y)−−−−→ 0

dx

dt
= γ(t)k1

yn

θn + yn
− d1x

dy

dt
= k2x − d2y ,

(2)

Andrzej Tomski Od procesów urodzin i ±mierci do dynamiki na g¦sto±ciach



Wst¦pne uwagi
Uogólnianie modelil

Przykªady
Analiza dªugoczasowa

Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Sprz¦»enie dodatnie


0

q0(x ,y)−−−−→ 1, 1
q1(x ,y)−−−−→ 0

dx

dt
= γ(t)

yn

1+ yn
− ax

dy

dt
= bx − cy ,

(3)

a, b, c > 0, b = k1k2
θ .
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Model dla γ(t) = 1

Dla γ = 1 model (3) ma posta¢:
dx

dt
=

yn

1+ yn
− ax

dy

dt
= bx − cy

(4)
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Uogólnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, z A. Kozd¦b¡ (MB, 2020)

Model dla γ(t) = 1

Liczba punktów stacjonarnych zale»y od wspóªczynników. Gdy n > 1, s¡
trzy mo»liwo±ci: jeden, dwa lub trzy stany stacjonarne (i mo»na poda¢ na
to warunki).

Andrzej Tomski Od procesów urodzin i ±mierci do dynamiki na g¦sto±ciach



Wst¦pne uwagi
Uogólnianie modelil

Przykªady
Analiza dªugoczasowa

Sprz¦»enie ujemne

Rys.: Ilustracja zbioru A i trajektorie ukªadu
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Konstrukcja zbioru A - pewne znane �krakowskie"
twierdzenie (hasªo-klucz: seminarium RRCz)

Andrzej Tomski Od procesów urodzin i ±mierci do dynamiki na g¦sto±ciach



Wst¦pne uwagi
Uogólnianie modelil

Przykªady
Analiza dªugoczasowa

Symulacje komputerowe

Skorzystali±my z Mathematiki (a pó¹niej Pythona), by zobaczy¢:

1 rzuty trajektorii (1D, 2D, 3D);

2 zale»no±¢ wspóªrz¦dnych od czasu (1D, 2D);

3 rozkªady procesu.
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Sprz¦»enie ujemne

Rys.: Trajektorie dwuwymiarowe:
x(0) = 0.2, y(0) = 0.2, a = b = c = 1, q0 = 1, q1 = 2 (po lewej) and
x(0) = 0.2, y(0) = 0.2, a = 0.3, b = 0.2, c = 0.4, q0 = 1, q1 = 2 (po
prawej).
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Sprz¦»enie ujemne

Rys.: Rozkª¡dy stacjonarne dla czasu t = 150 i parametrów:
x(0) = 0.2, y(0) = 0.2, a = b = c = 1, q0 = 1, q1 = 2 (po lewej) oraz
x(0) = 0.2, y(0) = 0.2, a = 0.3, b = 0.2, c = 0.4, q0 = 1, q1 = 2 (po
prawej).

Andrzej Tomski Od procesów urodzin i ±mierci do dynamiki na g¦sto±ciach



Wst¦pne uwagi
Uogólnianie modelil

Przykªady
Analiza dªugoczasowa

Sprz¦»enie ujemne

Rys.: Rozkªady stacjonarne dla nast¦puj¡cych parametrów:
x(0) = 0.1, y(0) = 0.1, a = b = c = 1, q0(x , y) = 3 oraz intensywno±ci
przeª¡czania zale»nych od poziomu biaªek: q1(x , y) = y (po lewej) or
q1(x , y) = 5y2 (po prawej).
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Porównanie

Rys.: Porównanie trajektorii procesu z ujemnym (po lewej) i dodatnim
(po prawej) efektem sprz¦»enia zwrotnego z parametrami:
x(0) = 1.5, y(0) = 1.5, a = 0.5, b = c = 0.1, q0 = 8, q1 = 2.
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Sprz¦»enie dodatnie

Rys.: Dwuwymiarowe trajektorie procesu stochastycznego z efektem
dodatniego sprz¦»enia dla parametrów:
x(0) = 1.5, y(0) = 1.5, a = 0.5, b = c = 0.1, q0 = 8, q1 = 2 (po
lewej) oraz x(0) = 1, y(0) = 2, a = 1, b = 2, c = 1, q0 = 8, q1 = 2 (po
prawej).
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Sprz¦»enie dodatnie

Rys.: G¦sto±¢ stacjonarna procesu dla dodatniego sprz¦»enia i
nast¦puj¡cych warto±ci parametrów: x(0) = 1.5, y(0) = 1.5, a = 0.5,
b = c = 0.1, q0 = 8, q1 = 2 (po lewej) oraz x(0) = 1, y(0) = 2, a = 1,
b = 2, c = 1, q0 = 8, q1 = 2 (po prawej).
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Sprz¦»enie dodatnie

Rys.: Dwuwymiarowe trajektorie procesu stochastycznego dla
nast¦puj¡cych warto±ci parametrów:
x(0) = 1, y(0) = 1.5, a = 1, b = 2, c = 1, q0 = 8, i intensywno±ci
skoków zale»nej od liczby biaªek: q1 = y (left) or q1 = y2 (po prawej).
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Inne uogólnienia

Inhibicja enzymów - dynamika zadana przez funkcje kawaªkami

liniowe (SPiMS, 2014)

Wielowymiarowy Iterowany System Funkcyjny, z M. Zakarczemnym

(Genes, 2021)
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Uogólnianie - dynamika stochastyczna na przestrzeniach
niesko«czenie wymiarowych, z P. Klimasar¡, M.
Tyran-Kami«sk¡ i M. Mackeyem (NAHS, 2021)
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Reuben Hersh (1927-2020)
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Uogólnianie - dynamika stochastyczna na przestrzeniach
niesko«czenie wymiarowych
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Generalizacje generalizacji
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Tylko jedno twierdzenie
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Dalsze generalizacje

Mo»liwa generalizacja tego zagadnienia to uj¦cie przeª¡cznika w

stochastycznych równaniach ró»niczkowych cz¡stkowych

sterowanych przez proces gaussowski lub jeszcze bardziej ogólnie,

typu Levy'ego.
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Generalizacje generalizacji
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Czy i po co to robi¢? (MiMBM, w druku 2022)

Wszystkie klasyczne modele wzrostu populacji, interakcji mi¦dzy

populacjami typu drapie»ca-o�ara, konkurencja, symbioza oraz

modele epidemiologiczne oparte na równaniach i ukªadach równa«

ró»niczkowych mog¡ mie¢ wersj¦ w postaci ukªadów dynamicznych

z przeª¡czeniami a nast¦pnie uogólniane. Takie podej±cie ma pewne

zalety, na przykªad ukªady z przeª¡czeniami s¡ mniej wra»liwe na

zmian¦ parametrów i wprowadza j¡ element losowo±ci w opisie

zjawisk, które s¡ z natury losowe. Modele te ma j¡ te» pewne wady.

O ile przy ekspresji genów nie ma problemu z okre±leniem, który

wspóªczynnik lub wspóªczynniki zmienia j¡ si¦ przy przeª¡czaniu, to

w innych modelach wybór wspóªczynników i ich warto±ci wymaga

nie zawsze trywialnego uzasadnienia.
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Zatem?
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Albo

A» zaadoptuje si¦ nowa teoria.
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