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Wstepne uwagi

Czyli o uogdlnianiu modeli
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Wstepne uwagi

Plan espresso

» Troche filozofii;
» Jak mozna uogdlnia¢ modele?

» Przyktady typéw uogdlnien.
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Wstepne uwagi
0 i

i tugoczasowa

Filozofia uogélniania?

3

"nic mi sie nie udaje”
"nie ma sensu sie starac. I tak nie
przyjma X . "
ej pracy- zawsze tak jest

"tak juz mam, nic mi nigdy
nie wychodzi"

Andrzej Tomski Od proceséw urodzin i $mierci do dynamiki na gestosciach



Wstepne uwagi

Filozofia uogélniania?

WHEN WILL THE GENERALIZATIONS STOP2
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Wstepne uwagi

Filozofia uogélniania?

Indukcyjna koncepcja nauki

Indukcjonizm — poglad w metodologii, wedlug
ktorego wlasciwa metodg uznawania twierdzen
jest indukeja czyli uogdlnianie spostrzezen
odnoszacych si¢ do poszczegdlnych faktow
jednostkowych,

e Obserwacja faktow = wnioskowanie indukcyjne=

e Prawa uniwersalne odnoszace si¢ do faktow =
wnioskowanie indukcyjne=

e Teorie = Poréwnanie konsekwencji empirycznych z
faktami=

e Potwierdzenie prawdziwosci praw i teorii
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Wstepne uwagi

Filozofia uogélniania?

A lesson without the
opportunity for
learners fo
generalise is not a

mathematics lesson.
- J Mason, 1996, p.65

http://math4teaching.com




Wstepne uwagi

Prosta(cka) definicja wtasna uogélniania

Uogdlnianie

Uogdlnianie to przenoszenie teorii na wyzszy poziom abstrakcji?

Uogélnianie w matematyce

Uogélnianie w matematyce to przenoszenie teorii matematycznej do
przestrzeni o coraz bardziej ztozonej strukturze?

Uogdlnianie w biomatematyce

Uogélnianie w biomatematyce to wyprzedzanie eksperymentu przez
teorie?
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Wstepne uwagi

Uogdlnianie

Problem polega na tym, ze teorie matematyczne wyprzedzity
znacznie swoj czas, fizyczne - powiedzmy, ze co nieco, a
informatyka jest ,na teraz".

Uogélnianie w matematyce

Czy skoro czesto w fizyce potrzeba kilkunastu czy kilkudziesieciu,
by potwierdzi¢ teorie eksperymentem, to czy matematyce potrzeba
na to setek lat?

Uogdlnianie w matematyce

W uogdlnianiu nie chcemy powtarza¢ wynikéw uzyskanych
wczesniej, ale by stworzy¢ taka teorie, ktora wskaze, jakie klastry
szczegblnych przypadkéw s3 ciekawe.
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Uogélnianie modelil

Uogdlnianie

Przykfadowa procedura

» Przestrzenie niskich wymiaréw, proste odwzorowania
(putapka);
» Przestrzenie dowolnie wielu wymiaréw, jesli mozliwe;

» Coraz mniej zatozen o odwzorowaniach;

» Przestrzenie nieskonczenie wymiarowe;
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Uogélnianie modelil

Ksigzka

Modele i Metody Biologii Matematycznej

Czeé¢ II: Modele probabilistyczne

Ryszard Rudnicki
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Uogélnianie modelil

Produkt rodziny uogélnien?

R. Rudnicki (MiMBM cz.2, w druku (2022)

Procesy kawatkami deterministyczne sa naturalnym uogdlnieniem
zaréwno tancuchéw Markowa jak i uktadéw dynamicznych
(potokéw).
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Uogélnianie modelil

Kawatkami deterministyczne procesy Markowa (j. ang. PDMP) to
ciagte w czasie procesy Markowa &(t),t € R z ciggiem rosnacym
czasow przeskokow (t,)52; o takiej cesze, ze proces jest
definiowany deterministycznie w kazdym przedziale postaci

(tna tn+1)‘
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Uogélnianie modelil

Proces urodzin i $émierci

urodziny
czastki

__+

smier¢
czastki

—
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Uogélnianie modelil

Proces urodzin i $émierci

To r1 ) T'n—1 T'n
dl dQ O dn
JET e L LT e

057157 2 ~1
bo by n bn—1 n

RYSUNEK  Schemat potaczen w modelu dyskretnego proce-
su urodzin i $mierci. W tym przypadku p;;iy1 = b;, pii—1 = d;
oraz pij; = Ty.
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Uogélnianie modelil

Uktad dynamiczny ze skokami

&(to)

RYSUNEK 1. Uklad dynamiczny ze skokami
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Uogélnianie modelil

Uktad dynamiczny z przetaczeniami

RysuNek Przyklad ukladu dynamicznego z losowymi
. T | _ 2 _ -1
przelaczeniami: 1y = my, Xg, T2 = TF,T1, T3 = TpT2, - ..
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Uogélnianie modelil

Podstawowy model ekspresji genéw
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Uogélnianie modelil

Podstawowy model ekspresji genéw

A. Bobrowski et al. / J. Math. Anal. Appl. 333 (2007) 753-769

Auto-regulation

Go
- — - H K
Inactive 1§ct1\c mRNA Protein
gene .| gene
q1
1 r
degradation degradation

Fig. 1. Simplified diagram of auto-regulated gene expression.
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Uogélnianie modelil

Podstawowy model ekspresji genéw
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Uogélnianie modelil

Podstawowy model - réwnania na funkcje rozktadu tacznego

Pr(x(1) € (x,x + Ax), p(1) € (v,y + Ay) and G(r) = 0]
= f(x,p, )AxAy,

Pr[x(1) € (x,x + Ax), p(1) € (v,y + Ay) and G(r) = 1]
= g(x, v, )AxAy.

% + div[(—x, r(x = 9] = byg — cf,

%Jr div[(1 — x, r(x — ¥))g] = —byg + ¢f .

Problem?
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Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna r
Przyktady . .

Uogdlnienie 1: skonczona liczba wymiaréw (przyktad: n=3
z R. Rudnickim (JTB, 2016)

Auto-regulation (possible)

4
Gene o Gene M A, As
inactive active ¥ pre-mRNA mRNA Protein
9
dy = dy + A, d,
Deaeneration Degeneration Degeneration
or pre-mRNA
convertion
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Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna r
Przyktady = ? 4

Uogdlnienie 1: skonczona liczba wymiaréw (przyktad: n=3)

Andrzej Tomski Od proceséw urodzin i $mierci do dynamiki na gestosciach



Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna

#rzyk{a d y

Uogdlnienie 1: skonczona liczba wymiaréw (przyktad: n=3)

Trywialne uogdlnienia to niekoniecznie trywialne rezultaty.

Moze byé chociazby tak, ze proste sytuacje wykluczajg pewne
wiasciwosci modelu, ktére w bardziej ogélnej sytuacji - w pewnej
klasie - s3 mozliwe.

W tym modelu, rozwazajac rodzine proceséw stochastycznych
(&€7)¢>0, po przejsciu z n do nieskonczonosci i zaktadajac
nieskonczenie szybkie przetaczanie stanéw oraz staty $redni czas
aktywnosci genu, przy negatywnym efekcie autoregulacji pojawia sie
cykl graniczny (niemozliwy w dwéch wymiarach).
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Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna r
Przyktady :

Uogdlnienie 1: przejscie graniczne (przyktad: n=3)

pre-mRNA -77""‘—%__
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Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna r
Przyktady = ? Y

Uogdlnienie 2: modele nieliniowe

Autoregulation Feedback loop

%
G G ? ? O
ene ene .
inactive active — " mMRNA ——— Protein
S—
Degradation Degradation
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Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna r
Przyktady . .

Uogdlnienie 2

Pomysty na uogélnianie
Niektére uogélnienia s naturalne. O niektérych mozna wyczytac.
A bardzo czesto to dobry recenzent, ktéremu ,chce sie".

Andrzej Tomski Od proceséw urodzin i $mierci do dynamiki na gestosciach



Przyktady

Pujo-Menjouet: model Goodwina
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Przyktady Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna

Sprzezenie ujemne

x(0) = (x(0), y(0)) = (x0, ¥0), X0 > 0, yo > 0.

0 qo(x.y) 1,1 q1(x,y) 0

dx f"

— =~(t)k —d

d V(O g5 — dix (1)
dijt/ = k2X - d2_y7
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Przyktady Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna

Sprzezenie dodatnie

x(t) oraz y(t) - jak wyzej.

0 qo(x,y) 11 q1(x.y) 0

)

dx y"

r :»y(t)kliemryn — dix (2)
Y ox—d

dt — K2 Y,

Andrzej Tomski
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Przyktady Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna

Sprzezenie dodatnie

Oqo(x,y) 1,1 q(x.y )0

dx 1%

JE— t _

AT )1+yn ax (3)
d—y =bx—c

dt - .ya

a,b,c >0, b:%.
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Przyktady Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna

Model dla v(t) =1

Dla v = 1 model (3) ma posta¢:

dx y"

— = —— —ax

dt 14 y" (4)
d—y = bx—c

dt Y
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Przyktady Uogélnienie 2: modele nieliniowe - dynamika stochastyczna

Model dla v(t) =1

Liczba punktéw stacjonarnych zalezy od wspétczynnikéw. Gdy n > 1, sg
trzy mozliwosci: jeden, dwa lub trzy stany stacjonarne (i mozna poda¢ na
to warunki).
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie ujemne

=

=
oo
=1
=]

Rys.: llustracja zbioru A i trajektorie uktadu
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Analiza dtugoczasowa

Konstrukcja zbioru A - pewne znane , krakowskie"
twierdzenie (hasto-klucz: seminarium RRCz)

Let &(1) = #~(1,(0,0), 1) be the solution of the system for y(r) = 1,
represented by a trajectory which joins (0,0) and the second stafionary
point of this system (x*,y*). There exists the unique solution of the
system for y(r) = 0 which is tangent to the curve @(r). Let (%, §) be a
point of their tangency. Then, there exists time moment s > 0 such that
@(s) = (%, ). Let A be defined as a set bounded by the closed curve I
given by the following formula:

_ D(t) 0<t<s
fo= { TG0 s> 1
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Analiza dtugoczasowa

Symulacje komputerowe

Skorzystalismy z Mathematiki (a pézniej Pythona), by zobaczy¢:
O rzuty trajektorii (1D, 2D, 3D);
@ zaleznos¢ wspétrzednych od czasu (1D, 2D);
© rozktady procesu.
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie ujemne

y y
0.8 2.0
06 15
0.4 1.0
02 05
=
o8 X 8o 05 1o 15 20 X

Rys.: Trajektorie dwuwymiarowe:

x(0)=0.2, y(0) =02, a=b=c=1, g =1, gt =2 (po lewej) and
x(0)=0.2, y(0)=0.2,a=0.3, b=02, c=04, g =1, g1 =2 (po
prawej).
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie ujemne

Rys.: Rozktady stacjonarne dla czasu t = 150 i parametréw:
x(0)=0.2, y(0) =02, a=b=c=1, g =1, g1 =2 (po lewej) oraz
x(0)=0.2, y(0)=0.2,a=0.3, b=02, c=04, g =1, g1 =2 (po
prawej).
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie ujemne

Rys.: Rozktady stacjonarne dla nastepujacych parametréw:

x(0) =0.1, y(0) =0.1, a= b= c =1, go(x,y) = 3 oraz intensywnosci
przetaczania zaleznych od poziomu biatek: gi(x,y) =y (po lewej) or
qi(x,y) = 5y” (po prawej).
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Analiza dtugoczasowa

Poréwnanie

y

1.4 2.0
12
- 15 [
08 g

1.0
0.6
0.4 0.5
0.2

i 0.

ki 8,0 02 04 06 08 10 12 14 % 8.0 0.5 1.0 1.5 2.0 X

Rys.: Poréwnanie trajektorii procesu z ujemnym (po lewej) i dodatnim
(po prawej) efektem sprzezenia zwrotnego z parametrami:
x(0) =15, y(0)=15,a=05 b=c=0.1, g =8, g1 =2
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie dodatnie

y y
20 2.0
15 J— 15

;5/225
=

1.0 1.0
05 05
%80 05 1.0 15 20X %80 05 1.0 15 20X

Rys.: Dwuwymiarowe trajektorie procesu stochastycznego z efektem
dodatniego sprzezenia dla parametréw:

x(0) =15, y(0) =15, a=05, b=c=0.1, go=38, g1 =2 (po
lewej) oraz x(0) =1, y(0) =2, a=1,b=2,c=1,g0=38, g1 =2 (po
prawej).
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie dodatnie

L 15% 107"
U
1. 107"
15. %1072
3% 10*
2xI(
1

Rys.: Gestos¢ stacjonarna procesu dla dodatniego sprzezenia i
nastepujacych wartosci parametréw: x(0) = 1.5, y(0) = 1.5, a=0.5,
b=c=0.1, go =8, g1 =2 (po lewej) oraz x(0) =1, y(0) =2, a =1,
b=2 c=1, qo =38, g1 =2 (po prawej).
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Analiza dtugoczasowa

Sprzezenie dodatnie

y y
2.0 2.0
15 15
1.0 1.0
0.5 05
085 05 1.0 15 207 %86 05 1.0 15 20X

Rys.: Dwuwymiarowe trajektorie procesu stochastycznego dla
nastepujacych wartosci parametréw:

x(0)=1, y(0)=15, a=1, b=2, c =1, go =8, i intensywnosci
skokéw zaleznej od liczby biatek: q; = y (left) or g1 = y? (po prawej).
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Analiza dtugoczasowa

Inne uogdlnienia

Inhibicja enzymdw - dynamika zadana przez funkcje kawatkami
liniowe (SPiMS, 2014) J

Wielowymiarowy Iterowany System Funkcyjny, z M. Zakarczemnym
(Genes, 2021) J
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Analiza dtugoczasowa

Uogdlnianie - dynamika stochastyczna na przestrzeniach

nieskonczenie wymiarowych, z P. Klimasarg, M.
Tyran-Kaminska i M. Mackeyem (NAHS, 2021)

STOCHASTIC LIOUVILLE EQUATION FOR PARTICLES ...

(@

PHYSICAL REVIEW E 95, 012124 (2017)

m() ny(t) ()
Uy Uy Ty @
wl particles ./Ll/’
00 e |6
xt
n(t)
I 1—1‘
0
Xz“ pamdes no
o, J
Xt Xy
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Analiza dtugoczasowa

Reuben Hersh (1927-2020)
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Analiza dtugoczasowa

Uogdlnianie - dynamika stochastyczna na przestrzeniach

nieskonczenie wymiarowych

STOCHASTYCZNE PRZELACZANIE ROWNAN STOCHASTYCZNE PRZELACZANIE ROZKLADOW
X{6) = buo o©). ultg) 3(biy(®u(t, x))
at ax ’
§(6) = (x(t), i(r)), £(t) = (u(t), i(t)), t>0,
Exl LVE)x 1
A . . 1 . 3 . .
E - skonczenie wymiarowa L(E) - nieskofczenie wymiarowa
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Analiza dtugoczasowa

Generalizacje generalizacji

du(t, x)

ot — — div(bin(xu(t, x)).

{U'(f) = Airyu(t),
u(0)=g.

1
Ai(r) - generator pélgrupy stochastycznej na L(E)
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Analiza dtugoczasowa

Tylko jedno twierdzenie

V(t, x) = E(u(t,x)) = »_Eu(t,x)), x<cE,t =0,
jel
Jezeli rlim f|u;(r, X) — f7(x)| m(dx) = 0,
—o0 JE

to lim / [V(£, %) — V*(x)| m(dx) = 0, V*(x) =3, ;" (x).
t—>o0 E -

Pierwszy moment u(t,x) wyrazony za pomoca rozwiazan
stacjonarnych réwnania w skonczenie wymiarowej
przestrzeni stanéw

Andrzej Tomski
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Analiza dtugoczasowa

Dalsze generalizacje

Mozliwa generalizacja tego zagadnienia to ujecie przetacznika w
stochastycznych réwnaniach rézniczkowych czastkowych
sterowanych przez proces gaussowski lub jeszcze bardziej ogdlnie,

typu Levy’ego.
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Analiza dtugoczasowa

Generalizacje generalizacji

In & universe._.. In a galaxy... In a solar system...

On a planet.__ on a continent._. inacountry...
in a state... in a city... in a neighborhood...
on a street.. inahouse... inaroocm...
I
e EE mo  ESEm — BB
e = = Eva ——

there's a person
thinking....

2 || ~c==

&3
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Analiza dtugoczasowa

Czy i po co to robi¢? (MiMBM, w druku 2022)

Wszystkie klasyczne modele wzrostu populagji, interakcji miedzy
populacjami typu drapiezca-ofiara, konkurencja, symbioza oraz
modele epidemiologiczne oparte na réwnaniach i uktadach réwnan
r6zniczkowych moga mie¢ wersje w postaci uktadéw dynamicznych
z przetaczeniami a nastepnie uogélniane. Takie podejscie ma pewne
zalety, na przykfad uktady z przetaczeniami sa mniej wrazliwe na
zmiane parametréw i wprowadza jg element losowosci w opisie
zjawisk, ktére sg z natury losowe. Modele te ma j3 tez pewne wady.
O ile przy ekspresji genéw nie ma problemu z okresleniem, ktéry
wspoétczynnik lub wspétczynniki zmienia jg sie przy przetaczaniu, to
w innych modelach wybér wspétczynnikéw i ich wartosci wymaga
nie zawsze trywialnego uzasadnienia.
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Analiza dtugoczasowa

Zatem?

WHEN WILL THE GENERALIZATIONS STOP2?
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Analiza dtugoczasowa

Az zaadoptuje sie nowa teoria.
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