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Ciąg (sin n) jest rozbieżny

 Przypuśćmy, że (sin n) jest zbieżny.

 Wtedy (sin(n + 2)− sin n) dąży do 0.

 sin(n + 2)− sin n = 2 sin 1 · cos(n + 1), więc (cos n) dąży do 0.

 cos(n + 2)− cos n = −2 sin 1 · sin(n + 1), więc (sin n) dąży do 0

 Ostatecznie

1 = lim
n→+∞

(
sin2 n + cos2 n

)
= 0.
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Zbiór wartości (sin n)n∈N
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Zbiór wartości (sin n)n∈N
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Twierdzenie
Zbiór wartości ciągu (sin n)n∈N jest gęsty w przedziale [−1, 1].

Szkic dowodu
 sin x ?≈ sin n

= sin(n − k · 2π).

 Zbiór {n − k · 2π : n, k ∈ N} jest gęsty w R!
Części ułamkowe: {1 · 2π}, {2 · 2π}, {3 · 2π}, . . . [ {t} = t − btc ]

0 1

1/N

{i · 2π} {j · 2π}
∣∣∣∣{i · 2π} − {j · 2π}∣∣∣∣

=
∣∣∣∣bj · 2πc − bi · 2πc − (j − i) · 2π

∣∣∣∣

= |n − k · 2π|

< 1/N

ρ

0 < ρ < 1/N

 Wystarczy teraz dobrać takie m ∈ N, że x − 1/N < mρ < x + 1/N .

Kluczowa rola niewymierności 2π!
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Twierdzenie (Three-gap Theorem, Steinhaus Conjecture)
Przerwy w przedziale [0, 1] utworzone przez wyrazy ciągu

{α}, {2α}, {3α}, . . . , {nα}
mogą mieć co najwyżej trzy różne długości.

0 1

A

 Wybierzmy ostatnią przerwę A ustalonej długości (A + α nie jest przerwą).
 Jeden z końców A to {nα}.

LUB
 Wewnątrz A + α jest jakiś element {kα}.

=⇒ k = 1
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#{1 6 n 6 N : {an} ∈ (b, c)}
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Twierdzenie o równomiernym rozmieszczeniu (Weyl, Sierpiński, Bohl)

Dla dowolnej liczby niewymiernej α ciąg
{nα}, n = 1, 2, . . .

jest równomiernie rozmieszczony.
Dowód
 Wybierzmy takie k , że ρ := {kα} jest małe.
 Ciąg

α, 2α, . . . , nα, . . . , Nα
podzielmy na podciągi arytmetyczne względem n modulo k :

α α + kα α + 2kα . . .

2α 2α + kα 2α + 2kα . . .

...
(k − 1)α (k − 1)α + kα (k − 1)α + 2kα . . .

kα kα + kα kα + 2kα . . .

 Wystarczy sprawdzić, że każdy z nich jest równomiernie rozmieszony.
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Kryterium Weyla

Twierdzenie
Ciąg ({an})n jest równomiernie rozmieszczony wtedy i tylko wtedy, gdy

1
N
(
e2πika1 + e2πika2 + e2πika3 · · · + e2πikaN

) N−→ 0

dla dowolnego k 6= 0.
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