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|—Dziurg zwykle i nietypowe

Dziura l-wymiarowa (jak w okregu S?):
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LV\"stqp
LDziurg zwykle i nietypowe

Dziura 3-wymiarowa?

commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=77925953
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LDziury zwykle i nietypowe

Dziura 0-wymiarowa (jak w S°):

edition.cnn.com/travel/article/private-island-rentals
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L Wstep

LDziurg zwykle i nietypowe

A to nie jest dziura (topologiczna):
o

geodev.pl
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‘Wstep

|—Dziurg zwykle i nietypowe

Czy okrag warszawski ma dziure?

commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=24485870



Dziury uogdélnione
L Wstep

LHomeomorﬁzm a homotopijna rownowaznos$cé

Homotopia pomiedzy ciaglymi funkcjami f, g : X — Y=

ciagte odwzorowanie h : X x [0,1] — Y takie, ze V x € X
h(x,0) = f(x) oraz h(x,1) = g(x).

Stosujemy oznaczenie f ~ g.

https://ncatlab.org/nlab/show/homotopy
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L Wstep

LHomeomorﬁzm a homotopijna rownowaznos$cé

Idea wykrywania dziur jednowymiarowych: rzucamy ,lassem”
i $ciagamy homotopijnie — czy $ciagniemy do punktu?

http://www.homepages.ucl.ac.uk/ ucahjde/tg/html/pi1~09.html

Ale jak policzy¢ dziury w przestrzeni? Jak je rozréznic?
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LHomeomorﬁzm a homotopijna rownowaznos$cé

Przestrzenie X i Y sa homotopijnie réwnowazne, jesli
3 ciagte odwzorowania f : X — Yig: Y — X takie, ze
8o f~id X

oraz

fo g o id Y-
Bedziemy stosowac¢ oznaczenie

X ~Y.
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Przestrzenie X i Y sa homotopijnie réwnowazne, jesli
3 ciagte odwzorowania f : X — Yig: Y — X takie, ze
8o f~id X

oraz

ngNidy.

Bedziemy stosowac¢ oznaczenie

X ~Y.
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calculus123.com
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LHomeomorﬁzm a homotopijna rownowaznos$cé

Przestrzenie X i Y sa homotopijnie réwnowazne, jesli:
3 ciagte odwzorowania f : X — Yig: Y — X takie, ze
8o f~id X

oraz

ngNidy.

Bedziemy stosowac¢ oznaczenie

o Y YeYe
—e

> relacja réwnowaznoéci, szersza niz homeomorficznosé

calculus123.com
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Wstep

LHomeomorﬁzm a homotopijna rownowaznos$cé

Przestrzenie X i Y sa homotopijnie réwnowazne, jesli:
3 ciagte odwzorowania f : X — Yig: Y — X takie, ze
8o f~id X

oraz

ngNidy.

Bedziemy stosowac¢ oznaczenie

X ~Y.

o Y YeYe
—e

> relacja réwnowaznoéci, szersza niz homeomorficznosé
» X —$ciggalna, jesli X ~ {p}.

calculus123.com
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Rlasy homotopii literek alfabetu taciniskiego:

I. ADOPQR
2.B

3. CEFGHIJKLMNSTVWXYZ
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I—WstQp
LHomeomorﬁzm a homotopijna rownowaznos$cé
:

Rlasy homotopii literek alfabetu Yaciniskiego

I. ADOPQR
2.B

3. CEFGHIJKLMNSTVWXYZ

Klas homeomorfizmu jest znacznie wiecej (ile?)
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Grupy homotopii

LI-(onstrukcja grupy podstawowej

Idea konstrukcji grup homotopii przestrzeni X

» Wybieramy punkt bazowy p € X i tworzymy przestrzen
zamknietych drég (petli, ciaglych obrazéw S* z wyréznionym
punktem);
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punktem);

> utozsamiamy petle przez homotopie;
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LI-(onstrukcjal grupy podstawowej

Idea konstrukcji grup homotopii przestrzeni X

» Wybieramy punkt bazowy p € X i tworzymy przestrzen
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» wyposazamy przestrzen petli w strukture grupy 71 (X):
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LGrupg homotopii

LI-(onstrukcjal grupy podstawowej

Idea konstrukcji grup homotopii przestrzeni X

» Wybieramy punkt bazowy p € X i tworzymy przestrzen
zamknietych drég (petli, ciaglych obrazéw S* z wyréznionym
punktem);

> utozsamiamy petle przez homotopie;

» wyposazamy przestrzen petli w strukture grupy 71 (X):
» petle mozna sumowac: y; + 2 = 73

» petle moina przebiec w drugg strone: 1
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LGrupy homotopii

LI*(onstrukcja grupy podstawowej

Idea konstrukcji grup homotopii przestrzeni X

» Wybieramy punkt bazowy p € X i tworzymy przestrzen
zamknietych drég (petli, ciaglych obrazéw S! z wyréznionym
punktem);

> utozsamiamy petle przez homotopie;

» wyposazamy przestrzen petli w strukture grupy 71 (X):
» petle mozna sumowac: y; + 2 = 73
> petle mozna przebiec w druga strone: v~
> jest petla stata o obrazie {p} = element neutralny

1
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LGrupy homotopii

LI{onstrukcja grupy podstawowej

Idea konstrukcji grup homotopii przestrzeni X

» Wybieramy punkt bazowy p € X i tworzymy przestrzen
zamknietych drég (petli, ciaglych obrazéw S! z wyréznionym
punktem);

> utozsamiamy petle przez homotopie;

» wyposazamy przestrzen petli w strukture grupy 71 (X):

» petle mozna sumowac: y; + 2 = 73
> petle mozna przebiec w druga strone: v~
> jest petla stata o obrazie {p} = element neutralny

1

» liczbe generator6w tej grupy 71 (X) mozemy interpretowac
jako liczbe dziur (?).
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L Przyklady

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:

» m1({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)

N
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Grupy homotopii

L Przyklady

> m(SH)y =2

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:
» m1({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)
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Grupy homotopii

L Przyklady

> m(SH)y =2

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:
» m1({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)

» m1(S?) = {0} (jak i dowolne S", n > 2)
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LPlrzgkladg,;

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:
» m1({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)
> m(SH)y =2
» m1(S?) = {0} (jak i dowolne S", n > 2)
>

m1(00) = F, (grupa wolna o dwéch generatorach)
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LGrupg homotopii
LPrzgkladg

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:
» m1({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)
> m(SH)y =2
» m1(S?) = {0} (jak i dowolne S", n > 2)

» m1(00) = F> (grupa wolna o dwéch generatorach)

> )=

( 2

Z? (dwa generatory, ale przemienna)
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LGrupg homotopii
L Przyklady

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:

>

vVvYyyvyy

m({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)
m1(SY) =2

71(S?) = {0} (jak i dowolne S", n > 2)

m1(00) = F, (grupa wolna o dwéch generatorach)
711(T?) = Z? (dwa generatory, ale przemienna)

71 (RP?) = Z;
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LGrupg homotopii
L Przyklady

Grupy podstawowe réznych przestrzeni topologicznych:

>

vVvyVvVvyyypy

m({p}) = {0} (jak i dowolnej przestrzeni $ciagalnej)
m1(SY) =2

71(S?) = {0} (jak i dowolne S", n > 2)

m1(00) = F, (grupa wolna o dwéch generatorach)
711(T?) = Z? (dwa generatory, ale przemienna)

71 (RP?) = Z;
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Co z dziurami wigcejwymiarowymi?

» zamiast petli mozemy zarzucac ,plachte” (ciagly obraz S”
z wyréznionym punktem)

N
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Skdlan > k:
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LGrupg homotopii
LPlroblemy

Co z dziurami wigcejwymiarowymi?
» zamiast petli mozemy zarzucac ,plachte” (ciagly obraz S”
z wyréznionym punktem)
» — wyisze grupy homotopii 7,(X), n > 2

» pojawiaja sie klopoty, gdy liczymy n-wymiarowe dziury sfer
Skdlan > k:

Mo, W M m M W M M My | Wy M, M T s

s° o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
st z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
52 ‘ 0 z 2 | 2 | 2 | 2| 7 | 2 | 7| Zis | 22 | ) | ZuxZa| ZexZ) z?
s3 0 0 z z, 2% 7y .23 .23 z3 Zs .23 Z, |z1xZ, ZyxZ, z,
2 2 3 5
s4| o 0 0 Z | 7, | 7 (2x22| Z, | Z, |Z20XZ3| Tas | 2, Z, | Z120XZ02%Z3 | ZeuxZ,
ss o 0 0 0 Z |2, | 2 |zZn| 2, z, 2, | 2% | 2, z; Z5,%2,
3

s o 0 0 0 0 z z; Z; | Zy o | z 7, Zeo Z2aXZ; z,
3

s7 o 0 0 0 0 0 z Z; | Zp | Za 0 ‘ 0 z> Z120 z,
ss 0 0 0 0 0 0 0 z |z, Z, |2, ]| 0 0 z, ZxZy50

https://ncatlab.org/nlab/show/homotopy
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Rrétko o homologiach singularnych
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|—I-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Standardowy n-sympleks A, € R

n
A, = ey, e1,€,...,60] = Zfiei, r

i=0

20, ir,-:l
i=0
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LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Standardowy n-sympleks A, € R

n n
A, = ey, €1,€,...,67] = Zr,-e,-, cr =0, Zr,-:l
i=0 i=0

2-sympleks standardowy

N
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LHomologie singularne
LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych
:

Standardowy n-sympleks A, € R
n
A, = ey, €1,€,...,67] = Zr,-e,-, :r =0, Zr,- = 1l
i=0 '

2-sympleks standardowy (zwany tez tréjkatem):

commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=3214396
[m] = = =
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Homologie singularne

LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Ronstruujemy teraz kolejno pojecia:

» n-sympleks singularny w przestrzeni X:

ciagle o : A, = X

N
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Homologie singularne

LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Ronstruujemy teraz kolejno pojecia:

» n-sympleks singularny w przestrzeni X:

ciagle o : A, = X
k
» n-lancuch singularny: Z nio;, nj € Z;
i=1
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LI-(ompleks tancuchowy symplekséw singularnych

Ronstruujemy teraz kolejno pojecia:

» n-sympleks singularny w przestrzeni X: ciagle 0 : A, — X
k

» n-lancuch singularny: Z nioi, nj € Z;
i=1

» wolna grupe abelowa wszystkich n-tancuchéw singularnych:
Sn(X)
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LHomologie singularne
LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Ronstruujemy teraz kolejno pojecia:

» n-sympleks singularny w przestrzeni X: ciagle 0 : A, — X
k

» n-lancuch singularny: Z nioi, nj € Z;
i=1

» wolna grupe abelowa wszystkich n-tancuchéw singularnych:
Sn(X)
> grupe z gradacja taricuchéw singularnych:

S(X) = {Si(X)}ien-
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Homologie singularne

|—Kompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Operator brzegu 0 n-sympleksu singularnego o

n

i=0

6,-,0' = Z(_1)i0|[607"'>ei—1=ei+17"' en]
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LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Operator brzegu 0 n-sympleksu singularnego o

n

i=0

Oho = Z(_1)i0|[eo,...,e,-_l,e,-+1,... en]

» Operator 0 rozszerzamy liniowo na calta grupe S(X).

N
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Homologie singularne

LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Operator brzegu 0 n-sympleksu singularnego o

n

i=0

Oho = Z(_l)i0|[eo,...,e,-_l,e,-+1,... en]

» Operator 0 rozszerzamy liniowo na calta grupe S(X).
» 0:S, — Sp_1 jest homomorfizmem grup.
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n

8,-,0' = Z(_l)lo-|[607"'aei—17ei+17"'7en]
i=0

» Operator 0 rozszerzamy liniowo na calta grupe S(X).
» 0:5S, — S,_1 jest homomorfizmem grup.
» Mozna sprawdzié, ze 9,—10, = 0 (definicja?)
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LHomologie singularne

LI-(ompleks taricuchowy symplekséw singularnych

Operator brzegu 0 n-sympleksu singularnego o
n -
Ono = Z(_l)la|[eo,...,e,-_l,e,-+1,...,en]
i=0

» Operator 0 rozszerzamy liniowo na calta grupe S(X).
» 0:5S, — S,_1 jest homomorfizmem grup.

» Mozna sprawdzié, ze 9,—10, = 0 (definicja?)

» Pare (5(X), 9) nazywamy kompleksem singularnym.
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» n-cykle sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja Z,(X).
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L 1dea homologii singularnych

Lancuch ¢ € S(X) jest cyklem,
jesli  Oc = 0.

Lancuch ¢ € S(X) jest brzegiem,
jesli 3¢’ € S(X) taki, ze dc’ = c.

» n-cykle sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja Z,(X).
» n-brzegi sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja B,(X).
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leea homologii singularnych

Lancuch ¢ € S(X) jest cyklem,
jesli dc =0.

Lancuch ¢ € S(X) jest brzegiem,
jesli 3¢’ € S(X) taki, ze dc’ = c.

» n-cykle sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja Z,(X).
» n-brzegi sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja B,(X).
» B,(X) jest podgrupa Z,(X) (bo 9,19, = 0).
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LHomologie singularne

leea homologii singularnych

Lancuch ¢ € S(X) jest cyklem,
jesli dc =0.

Lancuch ¢ € S(X) jest brzegiem,
jesli 3¢’ € S(X) taki, ze dc’ = c.

» n-cykle sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja Z,(X).
» n-brzegi sa podgrupa S,(X), oznaczamy ja B,(X).
» B,(X) jest podgrupa Z,(X) (bo 9,19, = 0).

» Z,(X) =kerdp, Bp(X)=im0nt1.
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L 1dea homologii singularnych

Grupa homologii singularnych H,(X) (nad Z)

Hn(X) = Zo(X)/Ba(X) = L0

im 8,,+1 '
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Grupa homologii singularnych H,(X) (nad Z)

Hn(X) = Zo(X)/Ba(X) = L0

im 8,,+1 '

Homologie — cykle, ktére nie sa brzegami (dziury?)
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Homologie singularne

L 1dea homologii singularnych

Grupa homologii singularnych H,(X) (nad Z)

ker O,
Ho(X) = Zy(X)/Ba(X) = ————.
(X) = Z(X)/Bo(X) = o
Homologie — cykle, ktére nie sa brzegami (dziury?)

commons.wikimedia.org
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(jak i dowolnej $ciagalnej)
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LPlrzyk}acly

Grupy homologii réznych przestrzeni topologicznych (nad Z):
» H.({p})=(Z,0,0,...)

> H.(S")

(jak i dowolnej $ciagalnej)
(zZ,0,...,0,Z,0,...,)
0) (n
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LHomologie singularne
LPlrzgk}ady

Grupy homologii réznych przestrzeni topologicznych (nad Z):
» H.({p})=(Z,0,0,...)

(jak i dowolnej $ciagalnej)
> H.(S") (%),0,...,0,(2,0,...,)

» Hy(co) = Z? (juz przemienna)
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LHomologie singularne
L Przyklady

Grupy homologii réznych przestrzeni topologicznych (nad Z):
> H.({p}) =(Z,0,0,...) (jak i dowolnej Sciagalnej)
» H.(S")=(Z,0,...,0,Z,0,...,
(5 =(& & )

» Hy(co) = Z? (juz przemienna)
> H.(T?) =(2,22,2,0,...)
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LHomologie singularne
L Przyklady

Grupy homologii réznych przestrzeni topologicznych (nad Z):
> H.({p}) =(Z,0,0,...) (jak i dowolnej Sciagalnej)
» H.(S")=(Z,0,...,0,Z,0,...,
(5 =(& & )

» Hy(co) = Z? (juz przemienna)
> H.(T?) = (2,22,2,0,...)
> H.(RP?) = (Z,2,,2,0,...)
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Grupy homologii réznych przestrzeni topologicznych (nad Z):
> H.({p}) =(Z,0,0,...) (jak i dowolnej Sciagalnej)
H.(S")=(Z,0,...,0,Z,0,...,
(5 =(& & )

v

Hi(c0) = Z2 (juz przemienna)
H.(T?) = (2,22,Z,0,...)
H.(RP?) = (Z,25,Z,0,...)
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» kompleks taricuchowy: ciag grup abelowych {5;}%2,,
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Homologie singularne

L Przyklady

Teoria homologii

Co jest esencja tej konstrukcji?

taki, ze 9% = 0.

» kompleks taricuchowy: ciag grup abelowych {5;}%2,,
» operator brzegu: homomorfizm lanicuchowy 0 : S; — S;_1
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LHomologie Morse’a

LI-(ompleks taricuchowy na punktach krytycznych

Rozwazamy gladka, zwarta, orientowalna rozmaito$¢ n-wymiarowa
M i gladka funkcje f : M — R.

pe M- punkt krytyczny funkcji f,
jesti £2(p) = gL (p) = ... = F-(p) = 0.
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LI-(ompl(-:ks taricuchowy na punktach krytycznych

Rozwazamy gladka, zwarta, orientowalna rozmaito$¢ n-wymiarowa
M i gladka funkcje f : M — R.

pe M- punkt krytyczny funkcji f,

jesli 25 (p) = E(p) = ... = $-(p) = 0.

Crit(f) = zbiér punktéw krytycznych f.
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LI-(ompleks taricuchowy na punktach krytycznych

Rozwazamy gladka, zwarta, orientowalna rozmaito$¢ n-wymiarowa
M i gladka funkcje f : M — R.

pe M- punkt krytyczny funkcji f,

jesti £2(p) = gL (p) = ... = F-(p) = 0.
Crit(f) = zbiér punktéw krytycznych f.
f : M — R - funkcja Morse’a, jesli

Vp € Crit(f) Hess¢(p) jest niezdegenerowana forma kwadratowa.
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LHomologie Morse’a

LI{()mplcks taricuchowy na punktach krytycznych

Rozwazamy gladka, zwarta, orientowalna rozmaito$¢ n-wymiarowa
M i gtadka funkcje f : M — R.

p € M — punkt krytyczny funkgji f,

jesli §L(p) = ZL(p) = ... = §5(p) = 0.

Crit(f) = zbiér punktéw krytycznych f.
f : M — R - funkcja Morse’a, jesli
Vp € Crit(f) Hess¢(p) jest niezdegenerowana forma kwadratowa.

Ograniczamy sie od teraz do funkcji Morse’a (generyczne).
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Indeks Morse’a punktu p € Crit(f)

u(p) = liczba ujemnych wartosci wtasnych Hess¢(p)
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LI-(ompleks taricuchowy na punktach krytycznych

Indeks Morse’a punktu p € Crit(f)

u(p) = liczba ujemnych wartosci wlasnych Hess¢(p).

Crit;(f) = zbi6r punktéw krytycznych o indeksie i € {0,
(skonczony!).
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LI-(ompleks taricuchowy na punktach krytycznych

Indeks Morse’a punktu p € Crit(f)

u(p) = liczba ujemnych wartosci wlasnych Hess¢(p).

Crit;(f) = zbi6r punktéw krytycznych o indeksie i € {0, ..., n}
(skonczony!).

Kompleks taricuchowy Morse’a: CM(f) = {CM(f)}r,,
gdzie CM(f) := Z ® Crit;(f).

Role symplekséw pelnia punkty krytyczne, ,wymiarem” jest indeks
Morse’al
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W przykladach zamiast wykresu f rysujemy jej potok gradientowy
na rozmaitosci M:
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LPlrzgk}adg,;

W przykladach zamiast wykresu f rysujemy jej potok gradientowy
na rozmaitosci M:

a

b

n =1, M = S!, dwa punkty krytyczne:
maksimum a ((a) = 1) i minimum b (u(b) = 0).
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LHomologie Morse’a
L Przyklady

n =2, M = S?, cztery punkty krytyczne:
minimum a (u(a) = 0), dwa maksima c1, ¢ (u(c1) = p(e2) = 2)
oraz siodto b (u(b) = 1).
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LOp(-:mtor brzegu Morse’a

Operator brzegu dla punktu p € Crit;(f):

op):= >,  #M(p,q)-q,
qGCrit;_l(f)

gdzie #M(p, q) jest liczba orbit potoku gradientowego }aczacych p
z g, liczonych z orientacja.
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LOperator brzegu Morse’a

Operator brzegu dla punktu p € Crit;(f):

ap):= > #M(p.q)-q,

qECrit;_l(f)

gdzie #M(p, q) jest liczba orbit potoku gradientowego }aczacych p
z g, liczonych z orientacja.

» dla funkcji Morse’a liczba ta jest zawsze skoniczona
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L()p(:r'dl()r brzegu Morse’a
Operator brzegu dla punktu p € Crit;(f):

ap)= > #Mlp.q)-q,

qurit,-,l(f)
gdzie #M(p, q) jest liczba orbit potoku gradientowego taczacych p

z g, liczonych z orientacja.

» dla funkcji Morse’a liczba ta jest zawsze skonczona

» orientacja zgodna z orientacja M i rozmaito$ci stabilnych p i g
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L()p(:r'dl()r brzegu Morse’a
Operator brzegu dla punktu p € Crit;(f):

ap)= > #Mlp.q)-q,

qurit,-,l(f)

gdzie #M(p, q) jest liczba orbit potoku gradientowego taczacych p
z g, liczonych z orientacja.

» dla funkcji Morse’a liczba ta jest zawsze skonczona
» orientacja zgodna z orientacja M i rozmaito$ci stabilnych p i g

> jest to rzeczywiscie operator brzegu, czyli 0 o d(p) =0
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Operator brzegu dla punktu p € Crit;(f):

ap)= > #Mlp.q)-q,

qurit,-,l(f)

gdzie #M(p, q) jest liczba orbit potoku gradientowego taczacych p
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L()p(:r'dl()r brzegu Morse’a
Operator brzegu dla punktu p € Crit;(f):

ap)= > #Mlp.q)-q,

qurit,-,l(f)

gdzie #M(p, q) jest liczba orbit potoku gradientowego taczacych p
z g, liczonych z orientacja.

» dla funkcji Morse’a liczba ta jest zawsze skonczona

» orientacja zgodna z orientacja M i rozmaito$ci stabilnych p i g
> jest to rzeczywiscie operator brzegu, czyli 0 o d(p) =0

» definicje rozszerzamy liniowo na laricuchy

Brzegiem punktu krytycznego p jest tancuch polaczonych z nim
punktéw o indeksie o 1 nizszym!
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L Homologie Morse’a

Homologie Morse’a definiujemy jako homologie kompleksu
taricuchowego (CM(f), 9):
ker[0 : CM(f) — CM ()]
HY(F) == H.(CM(f),0) = ; -
)= B0 0 =S e — e )
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L Homologie Morse’a

Homologie Morse’a definiujemy jako homologie kompleksu
taricuchowego (CM(f), 9):

B ker[o : CM(f) — C*’\il(f)]
ITCE CM. (F) = CM(F)]

HM(f) := H.(CM(f),d)

» HM(f) nie zaleza od wyboru funkcji Morse’a—Smale’a, a zatem
mozemy pisa¢ HM(M).
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L Homologie Morse’a

Homologie Morse’a definiujemy jako homologie kompleksu
taricuchowego (CM(f), 9):

-  ker[0: CM(f) — CM ()]
HA(F) = H(CM(F), 0) = im[0: CM,(f) — C*Ml(f)] '

*

» HM(f) nie zaleza od wyboru funkcji Morse’a—Smale’a, a zatem
mozemy pisaé HM(M).
» HM(M) sq kanonicznie izomorficzne z homologiami

singularnymi.
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M = S, dwa punkty krytyczne (maksimum 2 i minimum b):

a

N
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Rompleks tancuchowy Morse’a dla tej funkgji:

M=z {b}~2Z, C(fl=Ze{a}~2Z Ccl(f)=0.
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Rompleks tancuchowy Morse’a dla tej funkgji:

(f)=zo{b~2z CM(fl=zZ®{a}~Z Cl(f)=0.
Operator brzegu 0:

052 =0, 01(a)=b—b=0, do(b) =0,
bo orbity taczace a i b maja przeciwne znaki.
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Rompleks tancuchowy Morse’a dla tej funkgji:
M=z {b}~2Z, C(fl=Ze{a}~2Z Ccl(f)=0.
Operator brzegu 0:
052 =0, 01(a)=b—b=0, do(b)=0,

bo orbity taczace a i b maja przeciwne znaki.

Ostatecznie:

HY(f) =0

ker (91 Z
HM(f) = ~Zn~7

v (f) im Jo 0

ker 80 Z
HM () = ~Z~z

0().mm 0

Otrzymali$my wynik zgodny z homologiami singularnymi.
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b, c):

M = S1, szes¢ punktéw krytycznych (maksima A, B, C i minima 2,

N
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Rompleks lanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:

CY(f) = Zo{a, b,c} ~Z3 ~ Z®{A,B,C} = C}(f), CY(f)=0.
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Rompleks lanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:

C/(f) =Z®{a,b,c} ~ 7> ~ Z{A, B, C} = C'(f), CY(f)=0.
Operator brzegu 0:

3;2 = 0, Bo(a) = 60(b) = ao(C) = 0,
0(A)=b—c, 0i(B)=c—a Ohh(C)=a—-b>b
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Rompleks tanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:
CY(f) = Zo{a, b,c} ~Z3 ~ Z®{A,B,C} = C}(f), CY(f)=0.
Operator brzegu 0:
02 =0, 0o(a) = do(b) = do(c) =0,
h(A)=b—c, 0i(B)=c—a 0i(C)=a—b.

Ostatecznie znéw ten sam wynik (nic dziwnego):

HM(f)=0
kerdy, (A+B+C)xZ Z
M _ 1 ~ T~
Hl(f)_imﬁg_ 0 _0_Z
3
Wiy =P 2y

imo;  Z2
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L Sfera

M = S2. Cztery punkty krytyczne: minimum 2, dwa maksima c;,
¢ i siodto b:
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Rompleks lanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:

A'f)=ze{ay~2 cMf)=z{b} ~2Z,

QN(f)=z@{a, ) ~2Z% cl(f)=0.
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Rompleks lanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:

Operator brzegu 0:

A'f)=ze{ay~2 cMf)=z{b} ~2Z,
() =Z@{c,a}~2% cM(f)=o0.

({9;3 = 0, 81(b) = 0, 32(C1) = —82(C2) = b.
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LSf(:ra
Rompleks tanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:
A'f)=ze{ay~2 cMf)=z{b} ~2Z,
QN f)=Z® {ca, 0} ~2Z2, Ccl(f)=0.
Operator brzegu 0:

8;3 = 0, 81(b) = 0, 82(C1) = —82(C2) = b.

Dostajemy homologie sfery:

kerdr (a+w)xZ Z

HY'(f) = = =
2 (f) im O3 0 0
z
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M = T2, f — funkcja wysokoéci z czterema punktami krytycznymi:
maksimum a, dwa siod}a b1, by i minimum c:
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Trzeba lekko nachyli¢ torus, zeby funkcja wysokos$ci spelniata
warunek Morse’a-Smale’a (nie byto orbit taczacych by i by):
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Trzeba lekko nachyli¢ torus, zeby funkcja wysokos$ci spelniata
warunek Morse’a-Smale’a (nie byto orbit taczacych by i by):

a
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L Torus
Rompleks tanicuchowy Morse’a dla tej funkcji:
=z {c}~2 CMf)=Z®{b,b}~2Z°
() =ze{a}~2z, CcY(f)=0.
Operator brzegu 0:
0-3=0, h(a)=b1—b1+by—by=0,
h(bi)=c—c=0, Oi(b)=c—c=0.

Dostajemy homologie torusa:

ker62 Z Z
HM(f) = = -~ —
2 (f) imd; 0 0 ‘
kero;  Z?
HE'(F) = imd, 0 z
kerdg Z
HY'(f) = i ~Z.
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Liczby Bettiego (; rozmaitosci M (liczba dziur?)

Bi == rank H;(M, Z),

dlaie{0,...,n}.
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LS}abe nieréwnosci Morse’a

Liczby Bettiego (; rozmaitosci M (liczba dziur?)

Bi == rank H;(M, Z),

dlaie{0,...,n}
Twierdzenie. Stabe nieréwnoéci Morse’a

Dla kazdego i € {0, ..., n} zachodzi nieréwnos¢:

# Crit; f > ;.
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LSlalbe nier6wnosci Morse'a

Liczby Bettiego (; rozmaitosci M (liczba dziur?)
Bi :=rank H;(M,Z), dlaie€{0,...,n}.

Twierdzenie. Stabe nieréwnoéci Morse’a

Dla kazdego i € {0, ..., n} zachodzi nieréwnos¢:

# Crit; f > ;.

Dowdéd. Stabe nieréwnoéci Morse’a wynikaja wprost z

= rank CM(f) > rank HM(f) = ;.
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LS}abe nieréwnosci Morse’a

Whioski

» Generyczna funkcja rzeczywista gladka na sferze S” ma
przynajmniej jedno maksimum i minimum (wiemy)
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LKorzyéci

LS}albe nier6wnosci Morse'a

Whioski
» Generyczna funkcja rzeczywista gladka na sferze S” ma
przynajmniej jedno maksimum i minimum (wiemy)

» Na torusie T2 musza byé¢ przynajmniej dwa siodta
(a ogdlnie na T = (S*)"?
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L Dualnos¢ Poincarégo

Twierdzenie. Dualno$¢ Poincarégo
Niech M bedzie zwartg, orientowalna rozmaito$cia wymiaru n € N.
Woéwczas nastepujace pary grup homologii singularnych sa
izomorficzne:

Hk(M) >~ H,,_k(M)

dla wszystkich k =0, ..., n.
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L Dualnoé¢ Poincarégo

Twierdzenie. Dualno$¢ Poincarégo

Niech M bedzie zwartg, orientowalna rozmaito$cia wymiaru n € N.
Woéwczas nastepujace pary grup homologii singularnych sa
izomorficzne:

Hk(M) = H,,_k(M)

dla wszystkich k =0,...,n.

Dowéd. W dowodzie wykorzystuje si¢ oczywista zaleznoséé
C(F) = CLi(—1),

a nastepnie twierdzenie o izomorfizmie homologii Morse’a
i homologii singularnych. O
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Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich i-form rézniczkowych na R” (ogélniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (koptaricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}Zg
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Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich i-form rézniczkowych na R” (ogélniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (koptaricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}Zg

> QO(R") > f — funkcje gladkie na R”
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Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich i-form rézniczkowych na R” (ogélniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (ko)laricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}72,
> QO(R") > f — funkcje gladkie na R”
> QY(R") > fdx — 1-formy
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Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich i-form rézniczkowych na R” (ogélniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (ko)laricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}72,
> QO(R") > f — funkcje gladkie na R”
> QY(R") > fdx — 1-formy
> Q2(R") 5 fdx A dy — 2-formy itd.
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LI-(ohomologie de Rhama

Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich /-form rézniczkowych na R” (og6lniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (ko)laricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}72,
> QO(R") > f — funkcje gladkie na R”
> OYR") > fdx — I-formy
> Q2(R") 5 fdx A dy — 2-formy itd.

» operator rézniczkowania form dmozna traktowac jak operator
kobrzegu: d: Q'(R") — QIT1(R")
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Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich /-form rézniczkowych na R” (og6lniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (koptaricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}Zg
> QO(R") > f — funkcje gladkie na R”
> OYR") > fdx — I-formy
> Q2(R") 5 fdx A dy — 2-formy itd.
» operator rézniczkowania form dmozna traktowac jak operator
kobrzegu: d: Q'(R") — QIT1(R")
> (2*(R"),d = kohomologie de Rhama
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LI-(ohomologie de Rhama

Rohomologie de Rhama

» Moduly gladkich /-form rézniczkowych na R” (og6lniej: na
rozmaitosci M) tworza kompleks (koptaricuchowy:
Q*(R") = {Q'(R")}Zg
> QO(R") > f — funkcje gladkie na R”
> OYR") > fdx — I-formy
> Q2(R") 5 fdx A dy — 2-formy itd.
» operator rézniczkowania form dmozna traktowac jak operator
kobrzegu: d: Q/(R") — Q'T1(R")
> (2*(R"),d = kohomologie de Rhama

» Tuwierdzenie Stokesa:
/ dw = / w
D aD

mowi w istocie o dualnoéci operatora ddo operatora 9.
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LKohomoIogie de Rhama

W szczeg6lnosci mamy:

» Podstawowe twierdzenie analizy w R:

b
/a f'(x)dx = f(b) — f(a)

» Twierdzenie Greena w R?:

yﬁ de+Qdy://(@—%>dxdy
oD p \Ox 0Oy

» Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego w R3:

# Pdydz+Qdzdx+Rdxdy = /// (8P + ZQ + ({;R> dxdydz.
av

> ...
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