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Nie byloby zbytnig przesada stwierdzenie, ze uogdlnienia sg kwintesencjg matematyki.
Zazwyczaj bardziej interesujace i przydatne sa twierdzenia, ktére mowig co$ o catej klasie
obiektéw, niz o pojedynczym jej reprezentancie. Najwazniejsze twierdzenia podajg wlasnosci
liczb pierwszych, a nie tylko liczby 631, rozmaitosci, a nie tylko sfery, funkcji ciggtych, a nie
tylko funkcji rzeczywistej danej wzorem f(z) = sinx + 5. Dzieki temu, pozornie bardzo od-
legte zastosowania moga by¢ wyprowadzone z pojedynczej teorii matematycznej (a czasem
pojedynczego twierdzenia): whasnosci wartosci i wektoréw wlasnych wynikajace z twierdze-
nia Frobeniusa-Perrona sg kluczowe zaréwno w konstrukcji mostow, uktadow elektrycznych,
jak i tworzeniu przegladarek internetowych; wyznaczanie odpowiedniego stanu réwnowagi
Nasha pozwala na wyjasnianie mechanizmoéow ewolucji w $wiecie przyrody, ale tez zachowan
inwestoréw na gietdzie lub uczestnikéw ruchu drogowego; twierdzenia teorii liczb mozna wy-
korzystac¢ rownie dobrze w kryptografii, w zaawansowanej fizyce teoretycznej, jak i w kompo-
nowaniu muzyki, a rownanie falowe opisuje rownie dobrze dynamike ptynu, co rozchodzenie
sie dzwieku.

Jednak, z drugiej strony, teorie matematyczne prawie nigdy nie powstaja w swojej naj-
bardziej ogdlnej formie. R6zne procesy fizyczne trzeba byto rozwazaé¢ w oderwaniu od siebie,
zanim zostaly opisane rachunkiem rézniczkowym, potem uogélnionym w réwnaniach réznicz-
kowych czastkowych i réwnaniach stochastycznych. Do zdefiniowania struktur algebraicznych
zapewne by nie doszlo, gdyby nie wcze$niejsze badania zbioréw liczb catkowitych, rzeczy-
wistych, czy zespolonych. Analize geometrii rozmaitosci musiaty poprzedzi¢ wieki zmagan
z geometrig plaszczyzny i stereometria.

Co bylo motywacja takich przejéé¢ od pojedynczych obiektéw do coraz ogdlniejszych teo-
rii? Najczesciej potrzeba rozwiazania problemu bardziej ogélnego, niz rozwazany dotychczas:
gdy okazato si¢, ze rozwigzania co bardziej skomplikowanych réwnan roézniczkowych nie chca
sie zachowywacé ,,porzadnie”, trzeba byto sie zajac teorig chaosu, odkrycia dotyczace zaskaku-
jacej struktury wszechswiata daty impuls do rozwoju geometrii rézniczkowej, a koniecznosé
uwzglednienia w kalkulacjach ekonomicznych braku pewnosci co do przysztych wydarzen wy-
magata modeli opartych na teorii prawdopodobienstwa i statystyce. Czasami jednak, stary
problem tatwiej mozna byto rozwiaza¢ po jego uogdlnieniu: matematyczni olimpijczycy nie-
raz spotykali sie z zadaniami, w ktoérych pewng wtasnos¢ danej, bardzo duzej liczby natu-
ralnej najtatwiej byto dowies¢ za pomocy indukecji matematycznej jako twierdzenie o calym
podzbiorze liczb naturalnych; wtoscy renesansowi matematycy odkryli, ze aby rozwiazaé rze-
czywiste rownania wielomianowe niezbedne jest uogolnienie liczb rzeczywistych do zespolo-
nych; w koncu stynne Wielkie Twierdzenie Fermata zostato udowodnione w postaci znacznie
ogoblniejszego Twierdzenia Shimury-Taniyamy-Weila. Wreszcie, uogélnienia rzucaja wyzwa-
nie naszej intuicji, czesto blednie uksztattowanej na prostszych przyktadach: na zbiorach
o mocy nieskonczonej mozna wykonywacé operacje paradoksalne z punktu widzenia intuicji
dotyczacej zbiorow skonczonych; topologia przestrzeni nieskonczenie wymiarowych nie jest
prostym przeniesieniem zasad otrzymywanych przy zatozeniu wymiaru skonczonego, a dy-
namika ptynu przy zalozeniu niewielkiej lepkosci niekoniecznie jest podobna do dynamiki
plynu przy zatozeniu lepkosci zerowe;.



Podsumowujac, Uogolnienia jako tytut LXV Szkoty Matematyki Pogladowej oznacza, ze
ustyszymy miedzy innymi o nastepujacych zagadnieniach:

e Jak jedno twierdzenie lub jedna teoria uogélnia kilka prostszych zjawisk?
e Jaka motywacja lub historia stoi za uogoélnieniem danej teorii?
e Jakie problemy pojawiaja sie przy probach generalizacji?

e W jaki sposdb uogolnienie moze by¢ prostsze od przypadku szczegdlnego? A kiedy staje
sie znaczaco bardziej skomplikowane?
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Sprawa Warmusa

Jarostaw Grytczuk

W slynnej ksigzce Hugona Steinhausa pt. ,,Sto zadan” znajduje sie intrygujacy problem dotyczacy réwno-
miernego rozmieszczenia punktéw w odcinku. Wiaze sie z nim ciekawa historia, w ktérej wystepuje kilku
stawnych matematykdéw oraz nieco mniej znana, aczkolwiek kluczowa, posta¢ tytutowego bohatera. Niedawno
pojawily sie nowe watki w tej sprawie, o ktérych réwniez opowiem.

Fraktale: od IFS6w do Mandelbrota

Michal Szostakiewicz

W czasie odczytu sprébuje — nieco ahistorycznie — przejéé od iterowanych uktadéw funkcyjnych do dynamiki
holomorficznej i zbioréw Fatou, Julii i Mandelbrota.

Entropia w teorii uktadéw dynamicznych

Olena Karpel

W czasie wykladu oméwimy pojecie entropii i jego zastosowania w teorii uktadéw dynamicznych, szczegdlnie
w teorii ergodycznej i dynamice topologiczne;.

Czy uczenie sie powoduje chaos komunikacyjny?

Grzegorz Kosiorowski

W Pogladowie dwie drogi prowadza z dzielnicy mieszkalnej do centrum. Co rano, setki pogladowian wsiadaja
do samochodéw by dojechaé¢ z doméw do zaktadéw pracy. Przed nimi — koniecznosé wyboru. Moze by tak
pojechaé¢ najprostsza droga, ktéra jednak jest rowniez kuszaca dla pozostatych kierowcéw, wiec zapewne
utkwimy w korku? A moze pojechaé¢ objazdem, prébujac uniknaé ttoku? Ale co, jesli inni pomyslg tak samo
jak my i staniemy w korku na dtuzszej drodze?

Sytuacje podobne do dylematu pogladowian matematycznie opisuja tak zwane gry zageszczeniowe (ang.
congestion games). Nawet w wersji klasycznej posiadaja one zaskakujace wlasno$ci matematyczne (np. wy-
stepowanie stynnego paradoksu Braessa). Jednak przede wszystkim postaram sie na ich przykladzie zapre-
zentowaé w jaki sposéb (i dlaczego) w teorii gier mozna modelowaé proces uczenia sie jej uczestnikow —
zaréwno w postaci najbardziej naiwnej, jak i bardziej realistycznej (co wymaga pewnych uogélnien). Zoba-
czymy, ze zwlaszceza gdy gracze bardzo szybko dostosowuja swoje strategie do nowych informacji, rezultaty
gry moga by¢ bardzo zaskakujace.
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Dziury uogdlnione

Anna Gierzkiewicz-Pieniazek

Gdy liczymy dziury réznego wymiaru w rozmaitosciach, niezawodnie pojawia sie teoria (ko)homologii. Wpro-
wadzimy homologie singularne mozliwie intuicyjnie, a nastepnie, przy pewnej dozie zaufania od stuchaczy,
zobaczymy dwa ciekawe uogdlnienia tej teorii. Jedno wyttumaczy nam, czy funkcje gladkie na rozmaito-
$ciach muszg mieé¢ minima pomiedzy maksimami. Drugie zaprowadzi az do catek, podstawowego twierdzenia
analizy, a nawet do twierdzenia Stokesa.

Adam Bobrowski

Oryginalowie i oryginaly

Opowiem (krétka) historie twierdzen o istnieniu oryginaléw dla transformat Laplace’a funkcji o wartosciach
wektorowych, ktorej gtéwnymi bohaterami sg twoérczy matematyczni oryginalowie. Bo czy mozna stworzyé
twierdzenie wprowadzajace nowa jako$¢ lub pokazujace nowa perspektywe, a nie tylko technikalia, jeéli nie
my$li sie — nazwijmy to — niestandardowo? By¢ moze przy okazji uda sie tez podyskutowaé o tym, ktére
uogoblnienia sa warte uwagi, a ktére nie.

Matematyka w komiksie
Przemystaw Biecek
Podczas prezentacji przedstawie kilka ksiazek wykorzystujacych komiks do méwienia o statystyce i mate-

matyce. W oparciu o ten przeglad przedstawie ksigzko-komiks ,,Gra w chaos”, ktory powstaje w ramach
programu ,,Komiksowa matematyka”.

Tetracje

Karol Gryszka

Tetracja to czwarta operacja uogdlniajaca operacje brania nastepnika. Sama tetracja moze zostaé¢ réwniez
uogdlniona na tak zwane wieze potegowe. W zwiazku z tym uogdlnieniem tworzy sie¢ szereg naturalnych
pytan i probleméw, ktérych odpowiednikiem dla prostszych operacji moze by¢ na przykltad pytanie: ktora
z liczb jest wieksza 2-8-7-8-2-9:65¢czy 7-8-7-6-5-6- 77 Tetracje ponadto zakladaja, ze rozwaza sie
skoniczenie wiele operacji. A co by bylo, gdybyémy przeszli do nieskonczenie wielu?
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Co to jest algebra geometryczna i czego jest uogdlnieniem

Jakub Banagkiewicz

W swoim referacie opowiem o algebrze geometrycznej zwanej inaczej algebra Clifforda. Zobaczymy jak uogol-
nia ona liczby zespolone i kwaterniony, oraz pozwala na opisywanie obrotéw w przestrzeni w dowolnym
wymiarze. Powiem takze czemu nie lubie iloczynu wektorowego i jak mozna go zastapi¢ przez iloczyn ze-
wnetrzny, przy okazji uogélniajac go do dowolnego wymiaru.

Jak (i po co) stworzyé nowy cigg?

Barttomiej Pawlik

Jednym z miejsc, w ktérych matematyka rekreacyjna spotyka sie z ta bardziej powazna, jest niewatpliwie
OEIS. Swoista ,wikipedia” poswiecona ciagom liczb catkowitych zrzesza zaréwno pasjonatéw zabaw ma-
tematycznych, jak i poszukiwaczy specjalistycznych wyzwan. Na wykladzie oméwimy pewne zagadnienia
zwiazane z OEIS, a takze sprébujemy odpowiedzie¢ na kilka pytan. Na przyklad: Jak mozna stworzyé nowy
ciag? No i po co mielibySmy tworzyé¢ nowe ciaggi? A tak w ogéle, to co znaczy ,stworzy¢ nowy ciag”’?

O dodatniosci, sumach kwadratéow i tematach pokrewnych

Marek Kaluba

Czesto mowiac o wielomianach mieszamy definicje — wielomianu jako obiektu algebraicznego i funkcji wie-
lomianowej, ktéra posiada dziedzine i zbior wartosci. Kiedy méwimy o dodatniosci wielomianu intuicja
nam podpowiada, ze mamy na mysli funkcje. Ale czy stusznie? Czy moze istnieje réwniez ,dodatnios¢ al-
gebraiczna”? Ta dwoista natura nurtowala Dawida Hilberta, ktéry poczatkowo przypuszczal ze dodatnie
wielomiany przyjmuja forme ,niewatpliwie dodatnig”’ — sa sumami kwadratéw. Jednak juz w 1888 roku sam
roku obalil te przypuszczenia i nie mogac znalezé odpowiedniej charakteryzacji wzbogacit liste problemdw
na XX wiek o dodatkowa pozycje. Problem algebraicznego opisu dodatnich wielomianéw (znany obecnie jako
17 problem Hilberta) zostal rozwiazany przez Emila Artina w 1927 za pomoca funkcji wymiernych. Czy to
jednak koniec historii?

Na wyktadzie procz przywolania tej fascynujacej historii opowiem o reformulacji problemu dodatniosci
w jezyku optymalizacji, ktora pozwala zajmowaé sie przykladami nie mieszczacymi si¢ na kartce papieru.
Ten jezyk umozliwia réwniez pytania o dodatnioéé¢ wyrazen wielomianowych o zmiennych nieprzemiennych.
Dodatnio$¢ takich wyrazen jeszcze szczegdlnie wazna gdy rozwazamy kwantowa nature Swiata, czy przy
opisie struktury symetrii wszystkich symetrii.
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Sieci Petriego — czy to potrzebne?

Filip Mazowiecki

Przedstawie jeden z popularniejszych modeli w formalnej weryfikacji: sieci Petriego. Intuicyjnie jest to graf,
gdzie w kazdym wierzchotku jest pewna liczba zetonéw, a zamiast krawedzi mamy tranzycje ktére mowia
jak sie zmienia uklad zetondéw. Na przyktad zetony moga byé procesami wykonujacymi réwnolegle jakis
program. Wtedy wierzchotki, w ktérych si¢ znajduja, odpowiadaja liniom kodu w programie. Natomiast
tranzycje opisuja na przyklad kiedy procesy moga przejsé do kolejnej linii kodu. Czesto sie mowi, ze sieci
Petriego sa przydatne w praktyce. Na znanych mi przykltadach sprébuje sie do tego odniesé.

Jaka zwarto$¢ ma wartosé?

Michat Skrzypczak

Zwartos$¢ stanowi jedng z fundamentalnych wlasnosci topologicznych. Zwykle mysli si¢ o niej jako o odpo-
wiedniku skoficzonoéci czy ograniczonosci. Intuicje te sg dosé czytelne w odniesieniu do prostych przestrzeni,
jednak przestaja by¢ jasne w bardziej ogélnych przypadkach (vide tw. Banacha-Alaoglu). Sprawa staje sie
jeszcze ciekawsza, gdy zacznie sie uogélniaé to pojecie poza ramy topologiczne. Celem mojego referatu bedzie
omodwienie pojecia zwartosci widzianego z réznych perspektyw — od prostej wlasnosci topologicznej, przez
czysto kombinatoryczny Lemat Koniga, po zwartosé w logice.

O naszych wspélnych przodkach i ewolucji DNA

Ryszard Rudnicki

Badanie pokrewienstwa w danej grupie osobnikéw lub gatunkéw wymaga obserwacji populacji, gdy czas
biegnie wstecz. Przedstawimy fragment teorii koalescencja Kingmana, dzieki ktorej mozna byto ustali¢ kiedy
zyta mitochondrialna Ewa — kobieta, od ktérej wywodza sie wszyscy wspolczesni ludzie. Przedstawimy
rowniez metody ustalania pokrewienstwa gatunkéw w oparcie o badanie réznic w ich DNA.

Odwieczne prawa dziedziczenia

Katarzyna Pichor

Zaczniemy od praw Mendla (1866), a potem je nieco uogélnimy. Opowiemy o rozkladzie genotypéw w duzej
i malej populacji i o tym, co na ten temat sadzili G. H. Hardy i W. Weinberg (1908) oraz S. G. Wright (1921)
i R. A. Fisher (1922). Pokazemy w jaki sposéb mozna wykorzysta¢ podstawy rachunku prawdopodobiefistwa
i teorig skonczonych tancuchéw Markowa do opisu modeli dotyczacych dziedziczenia. Na koniec zajmiemy
sie zjawiskiem losowego dryfu genetycznego.




Od procesu urodzin i $mierci do dynamiki na gestosciach
Andrzej Tomski
Referat bedzie obrazowal krétka historie uogélnien modeli probabilistycznych w biologii od prostego procesu

urodzin i $mierci czasteczek do badania ich dynamiki na gestosciach. Pokazemy kilka intuicji stojacych za
asymptotyka tych proceséw i jak w badaniu ich dynamiki pomaga komputer.

Logistyczny model wzrostu populacji,
jego wady i wynikajace z nich calkowicie bledne wnioski

Krzysztof Argasinski

Model logistyczny jest jednym z najstarszych przykladéw nieliniowych réwnan rézniczkowych. W referacie
zostanie przedstawiona historia debaty na temat jego interpretacji i wyciaganych z niej (blednych i nie
uzasadnionych) wnioskéw w ekologii i biologii ewolucyjnej. Cze$é z tych wnioskéw, jak na przyklad tzw.
koncepcja doboru r i K ma w zasadzie magiczny charakter. Przedstawione problemy pokazuja ze w przypadku
zastosowan matematyki do opisu zjawisk przyrodniczych, latwo utraci¢ kontakt z rzeczywistoscia i dlatego
bardzo wazne jest sensowne osadzenie abstrakcyjnych pojeé¢ matematycznych w realnym $wiecie.

O ciggach réwnomiernie rozmieszczonych

Adam Gregosiewicz

Dos¢ tatwo mozna uzasadnié, ze ciag utworzony z wartosci funkeji sinus dla argumentéw bedacych kolejnymi
liczbami naturalnymi nie jest zbiezny. Troche trudniej wykazaé, ze elementy tego ciagu tworzg zbior gesty
w przedziale (—1,1). Przydatny w tym kontekscie jest nastepujacy, interesujacy sam w sobie, wynik: dla
dowolnej liczby niewymiernej a zbiér utworzony z czeSci ulamkowych liczb postaci (na) dla n € N jest
gesty w przedziale (0,1). Okazuje si¢ jednak, ze zbidr ten jest nie tylko gesty, ale réwniez rdwnomiernie
rozmieszczony — frakcja jego elementéw nalezacych do dowolnie ustalonego podprzedziatu przedziatu (0, 1)
jest rowna dlugosci tego podprzedzialu. Opowiem o réznych dowodach tego faktu oraz pokaze jego piekne
uogolnienia.

Zliczanie punktéw kratowych

Barttomiej Bzdega

Wzoru Picka, ktéry pojawial sie wiele razy na Szkotach Matematyki Pogladowej, nijak — niestety — na wielo-
$ciany uogdlnié¢ sie nie da. Scisle rzecz biorac, nie istnieje stala kombinacja liniowa liczb punktéw kratowych
w wierzchotkach, na krawedziach, na $cianach i wewnatrz wielo$cianéw o wierzchotkach w punktach kra-
towych. Mozna sobie jednak z tym poradzi¢, uzywajac nieco bardziej subtelnych narzedzi — na przyktad...
analizy zespolonej.
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Gry, dynamika i tragedia wspdélnego zasobu

Agnieszka Wiszniewska-Matyszkiel

Matematycznie gra jest obiektem stuzacym do opisu interakcji co najmniej dwoch racjonalnych jednostek
(graczy), z ktérych kazdy dazy do wlasnego celu, ale decyzje podjete przez innych maja wplyw na realizacje
jego celu. Bardziej formalnie: kazdy z graczy wybiera z dostepnego sobie zbioru strategii taka, by zmaksyma-
lizowaé pewna funkcje (wyplaty), przy czym wyplata kazdego z graczy jest funkcja wyboréw strategii przez
wszystkich graczy. Tak wiec teoria gier taczy w sobie teori¢ optymalizacji z teoria punktu statego, a przy
modelach z continuum graczy takze nietrywialne problemy z teorii miary. Gry dynamiczne to natomiast gry
toczace sie w wiecej niz jednej chwili czasu, w ktorych dodatkowo wystepuja zmienne stanu, zmieniajace sie
w sposob opisany réwnaniem rézniczkowym lub réznicowym w odpowiedzi na profil strategii, ktére w tym
ujeciu naleza do pewnych przestrzeni funkcyjnych, a optymalizacja kazdego z graczy staje sie optymalizacja
dynamiczna. Jest to wiec naturalne narzedzie do modelowania zagadnien typu eksploatacja wspdlnych lub
wspolzaleznych zasobéw odnawialnych, jak np. polowy w Baltyku.Z racji ztozonosci gier dynamicznych, ich
teoria ciagle jest rozwijana, a klasa problemoéw, dla ktérych znane sg rozwiazania, jest bardzo niewielka. Za
najlepiej poznane i zbadane uchodza gry liniowo-kwadratowe (o liniowej funkeji transformacji zmiennych
stanu i co najwyzej kwadratowej funkcji wyplaty) bez ograniczen. W modelowaniu wiec takie gry sa cze-
sto stosowane, nawet jesli problem jest naturalnie ograniczony (np. nieujemnosé ilosci ryb czy ograniczenie
biezacego polowu przez aktualnie dostepna w towisku ilosé ryb).

Opowiem o trudno$ciach i niespodziankach, jakie moga trafi¢ si¢,kiedy w przypadku dynamicznym prze-
chodzimy od jednego do co najmniej dwéch podejmujacych decyzje, czyli kiedy od zagadnienia optymali-
zacji dynamicznej przechodzimy do analogicznej gry i pokaze przyklady, jak nasze intuicje wywodzace sie
z optymalizacji dynamicznej przestaja dziala¢. Wyjasnie, co to jest stynne ,the tragedy of the commons”
(ttumaczenie wprost ,tragegia wspdlnego pastwiska” ale istota to ,tragedia wspdlnego zasobu”), jak sie
komplikuje w ujeciu dynamicznym, w jakich nieoczekiwanych zyciowych zagadnieniach wystepuje oraz jak
ja mozna rozwiazac.

Yukasz Mioduszewski

To samo w roznej skali

Co laczy czestosé wystepowania stow, amplitudy trzesien ziemi i rozmiar krateréw na ksiezycu? Rozklady ich
wszystkich opisywane sa prawami potegowymi. Postaramy sie zrozumie¢ skad te prawa sie biora i dlaczego
taczy sie to z samopodobienstwem. Zahaczymy takze o problem renormalizacji teorii fizycznych.




