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( Model typu SIR )

Proste modele epidemiologiczne opisujace przebieg choroby zakaZnej, na ktéra na-
bywamy odpornos¢ zwane sa modelami typu SIR.

Przedstawi¢ model, ktéry postuzyt do analizy wptywu szczepien na przebieg epide-
mii odry w artykule:

e B. Shulgin, L. Stone, Z. Agur, (1998), Pulse vaccination strategy in the SIR en-
demic model, Bulletin of Mathematical Biology, 60: 1123-1148

Model uwzglednia 3 grupy oséb:

zdrowych, podatnych S (susceptible);
e chorych I (infected);
e ozdrowiatych, uodpornionych R (resistant, removed).
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Schemat przejScia migdzy grupami w wyniku choroby jest tu bardzo prosty:

S — I — R

W modelu tym zaktadamy, ze:

e wszystkie nowo narodzone osobniki sa zdrowe i podatne na chorobg — rozrod-
czo$¢ dotyczy wigc tylko pierwszej grupy S;

e liczebnosc¢ populacji jest stata— jesli S (¢), I(z), R(¢) opisuja odpowiednio frakcje
osobnikéw podatnych, chorych i odpornych w chwili ¢, to

S +I(t) + R(@®) = 1;

e aby liczebnos$¢ populacji mogta by¢ stala, rozrodczos$¢ (ze wspdtczynnikiem pr)
musi byé réwnowazona przez Smiertelnos$¢ naturalng — jesli N(¢) oznacza catko-
wita populacj¢ w chwili ¢, to zdrowa populacjg¢ opisuje réwnanie

N(t) = u— uN(),
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tak by stanem stacjonarnym bylo N = 1;

e infekcja rozprzestrzenia si¢ przez kontakt migdzy osobnikami podatnymi i cho-
rymi;
e kontakty migdzy osobnikami sa losowe, ich liczba jest proporcjonalna do liczeb-
nosci poszczegdlnych grup osobnikéw;
e po przebyciu infekcji osobniki zdrowieja i staja si¢ odporne.
Przy tych zatozeniach otrzymujemy uktad
S =u-pBSI-us,
I=pBST-yl-pul, (1)
R =yl — iR,

gdzie

e S, 1, R— proporcje 0séb podatnych, chorych i uodpornionych w populacji,
S+I+R=1;
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e 1 — wspotczynnik rozrodczosci/Smiertelnosci, }l odzwierciedla Srednia dtugosc¢
zycia osobnika w populacji;

e [ — wspolczynnik kontaktow;
e vy — wspdiczynnik zdrowienia.

W kazdym modelu epidemiologiczna kluczowa rolg odgrywa parametr zwany

( podstawowym wspélczynnikiem odnowienia choroby: Ry. )

Odwierciedla on liczbg 0séb, ktére zostaja zakazone w jednostce czasu przez jedna
chora osob¢ wprowadzona do zdrowej populacji.

Latwo widzimy, ze szczegélnym przypadkiem jest Ry = 1 ktéra to warto$é stanowi
tzw. prog epidemii:

e jesli Ry < 1, to choroba zanika samoczynnie;
e jesli Ry > 1, to liczba chorych ro$nie — méwimy o wybuchu epidemii.
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Dla uktadu (1) parametr Ry ma postaé

Wykazemy, ze

e Jesli Ry < 1, to uktad (1) ma jeden stan stacjonarny (1,0, 0) opisujacy zdrowa
populacje i stan ten jest globalnie stabilny;

e Jedli Ry > 1, to uktad (1) ma dwa stany stacjonarne; dodatkowy dodatni stan
taci
stacjonarny 1 Ry—1 e

RTB

opisuje stan epidemii i stan ten jest globalnie stabilny, jesli istnieje.

S I',R") = (

Podstawowe wtasnosci uktadu, takie jak istnienie, jednoznacznos¢, nieujemnosé i prze-
dhuzalnos¢ (dla wszystkich ¢ > 0) rozwiazan sa prostym wnioskiem z postaci prawej
strony uktadu.
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Wiemy tez, ze jesli N(t) = S(¢) + I(t) + R(?), to
N=pu—-uN = N@=1+NNy—1)e™,

wobec tego stan N = 1 jest globalnie asymptotycznie stabilnym stanem stacjonar-
nym uktadu.

Co wigcej, przestrzenia fazowa, w ktdrej nalezy analizowaé uktad (1) jest podprze-
strzef R, w ktérej N(7) € [0, 1].

Poniewaz trzecie réwnanie jest niezalezne od dwéch pierwszych, wigc analizg ukla-
du (1) mozna zredukowa¢ do analizy uktadu

S =u—-pSI-us,

I=pBSI—-yl-ul,
Z powyzszej analizy wynika, ze badamy uktad (2) w przestrzeni niezmienniczej

@

Q={S.DeR:: 0<S+I<1}.
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ZnajdZmy stany stacjonarne.

Jesli I = 0, to z pierwszego réwnania dostajemy S = 1 i mamy stan stacjonarny
(1, 0) odpowiadajacy zdrowej populacji.
JesliT #0,t0 8" = £ = 'RLO wiec jesli S* = - < 1, to z pierwszego réwnania

: B Ro
dostajemy 1_s§* Ro— 1
-S*  Ry-

P H ’
BS B
czyli istnieje dodatni stan stacjonarny (S *, I*), ktéry odpowiada stanowi epide-
mii.

I'=u

Nastgpnie zbadajmy stabilno$¢ lokalna.

Macierz Jacobiego uktadu (2) ma postaé

MJ(S,I)=[_'u_ﬁI S ]

Bl BS—-vy-nu
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Dla stanu (1, 0) mamy

MﬂLO)=(ﬂ B ],

0 B-—y-u
zatem stan ten jest stabilny lokalnie dla 8 < y + y, czyli Ry < 1.
Dla stanu (S*, I'*)

oy I* _ S* _ ﬁ _ *
MJ(S*,1*>=(” pr F ]=[S* BS]
Br' B -y-u) \ pr o
wiec
UMHTJUz—grd)muddMKFJﬂzﬁFT>Q

czyli stan ten jest stabilny, jesli istnieje (dla Ry > 1) i wtedy stan (1, 0) traci stabil-
nos¢.

Okazuje sig, ze stan (S, I*) moze by¢ zarowno weztem, jak i ogniskiem, co zalezy
od parametréw uktadu.
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Portret fazowy dla

H<B<y+pu

oraz

B<u
Skoro/ <1-S,to

=BS* = (u+p)S +p,

S>p—uS-pSA-S9)
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przy czym prawa strona ma miejsca zerowe w S| = % >1iS,=1,wigcS >0.
Mamy tez

I <BIyl—ul =B -y—-wl<0.
Whiosek 1. Dia 8 < u obie wspotrzedne rozwigzania uktadu (2) s¢ monotonicz-
ne, zatem rozwigzanie musi zbiega¢ do stanu stacjonarnego, czyli (S (¢), I(t)) —
(1,0) przy t — oo.
H<B<y+pu
Oba przedstawione wyzej oszacowania pozostaja prawdziwe, ale teraz miejsce
zerowe S, < 1, zatem S moze maleC.
Izoklina zerowa (czyli krzywa, na ktérej S = 0) zmiennej S wyraza si¢ wzorem

i przecina si¢ z granica przestrzeni fazowej I = 1 — S w punktach S, 1 5.
Jezli orbita zaczyna si¢ w punkcie lezacym ponad izokling, to S maleje, maleje
takze I, wigc musi przej$¢ pod izokling, a tam obie zmienne sa zn6w monoto-
niczne, jak w poprzednim przypadku, skad dostajemy zbieznos¢ do (1, 0).

o,
& 2
FYVE
% g
R



XLI+¢& Szkota Matematyki Pogladowej 20.02.2021
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o B>y+u
W tym przypadku musimy wykluczyc¢ istnienie orbit zamknigtych, gdyz z twier-
dzenia Poincare’go-Dendixsona wynika, ze orbity musza zbiega¢ albo do stanu
stacjonarnego, albo do orbity zamknietej.
Zastosujemy kryterium Dulaca-Bendixsona z funkcja B(S,I) = %
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Kryterium stosuje si¢ do uktadéw (pdl wektorowych) na ptaszczyznie i mo-
wi ono, ze jesli znajdziemy funkcje, dla ktérej dywergencja pola wektorowego
wymnozonego przez t¢ funkcje¢ nie zmienia znaku, to w uktadzie nie ma orbit
zamknigtych.

Dostajemy

Whiosek 2. Uktad (2) nie ma cykli granicznych, wiec dodatni stan stacjonarny
jest globalnie stabilny wewngtrz przestrzeni fazowej R2.

Modelowanie szczepien

»Lypowo” analizuje si¢ wplyw strategii szczepienia ,,stalego”, co oznacza, ze szczepi
si¢ stata frakcj¢ p nowo narodzonych osobnikéw.
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Przy takiej strategii zmienia si¢ wspo6iczynnik rozrodczosci w pierwszym réwnaniu
uktadu (1):

S=0=-pu—-pBSI-us.

Badanie stabilnosci stanéw stacjonarnych w ukladzie ze stalym szczepieniem pro-
wadzi do wnioskéw:

e krytyczna warto$¢ wspétczynnika szczepienh wynosi
1
= 1 —_ —’
Pe Ry
e dla p > p, stan zdrowej populacji (1 — p, 0, p) jest stabilny;
e dla p < p. stan epidemii

. H * M
S I'-——p,R" + —P)
uty uty
jest stabilny.
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Widzimy, ze przy takiej strategii szczepien liczba oséb podatnych w dodatnim stanie
stacjonarnym nie ulega zmianie — zmieniaja si¢ tylko liczebnosci grup oséb chorych
i uodpornionych.

W arykule Shulgina i in. oszacowano parametry dla odry:

@ =0,02, B=1800, 7y =100,

co odpowiada wartosci krytycznej p. = 95%.

Zaproponowano wigc inne podejscie, ktére wydaje si¢ bardziej racjonalne — szcze-
pienia ,impulsowe”.

Réwnania rézniczkowe z impulsami (impulsive differential equations) pojawiaja sie
od dos$¢ dawna jako opis zewnetrznej ingerencji w dany uktad dynamiczny.

Rozwazamy uktad
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x = F(t, x(1)),
x(t;) — x(t;) = g(ti, x(1)), i € N,
x(to) = xo,

gdzie:
e X = F(t,x(¢)) z warunkiem poczatkowym x(#p) = x¢ to uktad dynamiczny opisu-
jacy wewnetrzna dynamike procesu;
x(t;) — lewostronna granica rozwigzania w punkcie #;
t;, i € N — momenty impulséw, czyli zewn¢trznych ingerencji w przebieg pro-
cesu;
o g(t;,x(2)), i € N— wielkos§¢ impulséw.
Najczgsciej
81, x(1)) = g(t;, x(1;)) ~ x(1;),
czyli wielko$¢ impulsu jest proporcjonalna do biezacego stanu ukladu.

W przypadku szczepien
g(ti, x(1) = —cix(t;),
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gdzie ¢; € [0, 1] odzwierciedla frakcj¢ oséb zaszczepionych w momencie ¢;.

Strategia szczepiefh impulsowych zaklada szczepienie stalej frakcji p grupy osobni-
kéw podatnych co T lat.

Dostajemy

S(t)=A=p)§SE,), tw1 =t +T.

Okazuje sie, ze przy zatozonej z géry frakcji p mozna dobra¢ odstep 7' miedzy im-
pulsami w taki sposéb, ze epidemia wygasa|

Zalézmy najpierw, ze I = 0 i zbadajmy dynamike S pomigdzy dwoma impulsami ¢,
i Tntt-

Przy zalozeniu I = 0 mamy
S=p=S8), St)=0-pSE) twr =t +T,
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zatem — — —p(t=ty)
5@=fm‘““W)”e o € Lt ),

3
(1- PO, —— ©)

Niech S(#,) = S,.
Definiujemy przeksztatcenie
Sp1 = F(Sy),

ktére odzwierciedla liczb¢ osobnikéw podatnych zaraz po kolejnym szczepieniu
w chwili #,.

Ze wzoru (3)
F(S)=(1-p)(1+(S -e™").

Przeksztalcenie F' ma punkt staty

(1-p)e’ -1

ST =F(S}) =
F S5 p—1+es
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Zauwazmy, ze jesli orbita dyskretnego uktadu dynamicznego generowanego przez
przeksztalcenie F zbiega do S7., to wielko$¢ populacji oséb podatnych zbiega do
cyklu granicznego o okresie T'.

W ten sposéb skonstruowaliSmy rozwigzanie okresowe odzwierciedlajace zdrowa
populacje przy impulsowej strategii szczepien.

Do pelnego opisu potrzebna jest jeszcze informacja o warunkach poczatkowych dla
ciagu S (#,) dla poszczegdlnych impulséw.

Aby otrzyma¢ rozwiazanie okresowe musimy miec S(z,) = S7..

Ostatecznie, okresowe rozwiazanie dla modelu z impulsowymi szczepieniami ma
postaé

pe’
i=o, §={l+i=,—gre el

S;" = tn+l-
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Analizujac zalezno$¢ proporcji zaszczepionych p i odstgpu impulséw 7' mozemy dla
odry wywnioskowac, ze wystarczy szczepi¢ ok. 50% co dwa lata (jesli liczymy czas
w latach), by uzyskaé efekt wygasania epidemii.
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( Model typu SICR )

Przejde teraz do modelu, w ktérym dochodzi dodatkowa grupa nosicieli (C od car-
rier), tzn. osobnikéw, ktérzy nie sa chorzy, ale przenosza chorobg.

e M. Qiao, A. Liu, U. Forys, (2013), Qualitative analysis of the SICR epidemic
model with impulsive vaccinations, Mathematical Methods in the Applied Scien-
ces, 36: 695-706

W prezentowanym artykule skoncentrowali$my si¢ na wirusie z6itaczki typu B (HBV
virus), ktérego transmisja w populacji zostata opisana nastgpujacym modelem:

S =u—(BI+eBC)S —usS,
I =(BI+€BC)S —y\I—ul,
C =gyl = y2C - uC,
R=(1~-qyil +7:C ~pR,

“
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(18 maja takie samo znaczenie jak w modelu (1);

€ € [0,1] — proporcja kontaktéw migdzy osobnikami chorymi i podatnymi,
ktére prowadza do nosicielstwa;

y1 — wspotczynnik wyzdrowien;

q € [0, 1] — frakcja chorych, ktérzy staja si¢ nosicielami, a 1 — g jest frakcja
osobnikéw zdrowiejacych;

v> — wspblczynnik ,,zdrowienia” w kontekscie grupy nosicieli.

Jak poprzednio

={S.LCRER,: S+1+C+R=1}

jest zbiorem niezmienniczym uktadu (4).

Podobnie — ostatnie réwnanie jest niezalezne od trzech pierwszych, wigc zajgliSmy
sie uktadem trzech réwnan
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S =u—(BS +eBC) —puS,
I =(BS + eBC) —y\I—ul, 3)
C = gyl —y,C —puC,

W przestrzeni niezmienniczej

Q={S.L.OER}: 0<S+1+C<1}.

W nowym uktadzie wspétczynnik Ry ma postaé

B N B8 gy
Yitu Ya2tuyrt+u

Ponownie R = 1 jest wartoscia szczegdlng, stanowiaca o rozwoju epidemii:

e dlaRy <1 jedyny stan stacjonarny DFE (1, 0, 0) jest globalnie stabilny;
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e dlaRy > 1 istnieje dodatni stan stacjonarny EE

Lo M2 + 1) . Mgy
§t= o 1= BT gy, o L
Ro Blegyy +y2 + 1) Blegyr +v2 + )

ktdry jest lokalnie stabilny.
WykazaliSmy tez, ze jest on globalnie stabilny przy pewnych dodatkowych zato-

zeniach

Ro—1),

Szczepienia w modelu SICR

W celu uodpornienia szczepimy populacje w chwilach nt, n € IN, gdzie

e 7 jest odstgpem migdzy dwoma szczepieniami (impulsami),
e S(nt”) odzwierciedla wielko$§¢ grupy osobnikéw podatnych tuz przed n-tym
szczepieniem.

Dla danej frakcji szczepien p € [0, 1] chcemy, jak poprzednio, znalez¢ optymalny
odstgp migdzy dwoma impulsami.
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Badamy wigc uktad
S =u—(BI +€BC)S — usS,
I =(BI+eBC)S —y\I—ul,}t+nt,
C =gyl —y,C - uC,
St =1 - p)S), t=nt,neN

(6)

Okazuje sie, ze dynamike tego uktadu mozna zbadac stosujac poréwnanie z dynamika
analizowanego wcze$niej modelu typu SIR z impulsami.

Faktycznie, zdrowa populacja sptenia (jak w przypadku modelu SIR):

S = u(l - S(1)), t # nr,

G i (7)
#)=0-p)S@,t=nt, ne N,

a w takim modelu dla p € (0, 1) mamy globalnie stabilne rozwigzanie
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___r
I-(—-p)e*r
Okazuje si¢, ze przy pewnych zalozeniach rozwiazanie (S*(¢), 0, 0) uktadu (6) jest
globalnie stabilne.

S*H=1- e pr<t<(n+Dr,neN

Zalézmy, ze g < 1 i niech 6 = min{(1 — q)y1, y2}.
Zdefiniumy

B 1 —e™
u+81—(1-pye*’

Ry =
Udowodnili$my nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Jesli R(l) < 1, to rozwigzanie (S*(¢),0,0) uktadu (6) jest globalnie
stabilne.
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Na podstawie tego twierdzenia mozemy wyznaczy¢ zwiazki migdzy frakcja zaszcze-
pionych p i odstgpem migdzy szczepieniami 7.

Jesli:

o p> (1)@ -D,
1 1y B=(=p)(u+6)

e T<y In T

to rozwiazanie (S *(¢), 0, 0) uktadu (6) jest globalnie stabilne.
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( DZIEKUJE ZA UWAGE! )

SERDECZNIE ZAPRASZAM na seminarium Zaktadu Biomatematyki i Teorii Gier:
https://www.mimuw.edu.pl/seminaria/sem-biomat-i-t-gier

w Srody o godz. 12:15 na Zoom-ie
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