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\/ (C(z):O:>Rez:1/2

0<Rez<1

= hipoteza Riemanna jest prawdziwa)
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Forma kwadratowa ) reprezentuje liczbe naturalng n, jezeli n
jest wartoscig () dla pewnych argumentéw catkowitych.

Forma
a’® + b?

reprezentuje 10, ale nie reprezentuje 3.
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Twierdzenie Lagrange’a o czterech kwadratach (1770)
Forma kwadratowa

a® +b% +c* +d?
jest uniwersalna.
Tozsamos$¢ Eulera
(af + a3 + a3 + a7) (b1 + b3 + b3 +b3) = 21 + 25 + 23 + 25.

» Wystarczy sprawdzié, ze forma ta reprezentuje dowolna
nieparzysta liczbe pierwsza p.

> Pokazad, ze np jest reprezentowalna dla pewnego n > 1.

» Zminimalizowaé n.
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w? + w3 + w3 +w? =rpdaw; =z /n.
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Formy uniwersalne

Twierdzenie Lagrange’a o czterech kwadratach (1770)
Forma kwadratowa

a® + b+ + d?
jest uniwersalna.

Pytanie. Czy istniejg inne?
Tak! Ramanujan znalazt 54 przyktady takich form.

a® + 0% + & + 242
a? +b%+ 2 +3d%

a2+ + 2 +7d?

Sa to wszystkie uniwersalne formy diagonalne czterech zmiennych.
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forma kwadratowa < dodatnio okreélona macierz symetryczna
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» Macierz o wyrazach catkowitych odpowiada formie
o parzystych wspétczynnikach ,,mieszanych.

» Willerding w 1948 r. podata klasyfikacje takich uniwersalnych
form kwadratowych czterech zmiennych.
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John H. Conway, 1937-2020

Twierdzenie (Conway-Schneeberger, 1993)

Forma kwadratowa o parzystych wspétczynnikach mieszanych
jest uniwersalna wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentuje wszystkie
liczby naturalne od 1 do 15.
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Twierdzenie Lagrange’a

Forma
a® +b* + ¢ + d?

jest uniwersalna.

1=12402+0%+0°
2=12+1%+ 0%+ 0

14=1%2+22+3%+0?
15=124+1%2+2%+ 32
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» Wagarowiczem formy kwadratowej jest najmniejsza liczba
naturalna, ktérej ta forma nie reprezentuje. Przyktadowo

wagarowicz(a? + b%) = 3.
> Eskalacjg formy @ jest dowolna forma o macierzy

T
Q
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> Eskalatorem jest dowolna forma powstata przez ciag eskalacji
z formy a* o macierzy [1].
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Idea dowodu: eskalatory wymiaru dwa
» wagarowicz(a?) = 2.

» Eskalacja formy a? jest dowolna forma o macierzy

-3

» Poniewaz forma ta ma by¢ dodatnio okreslona, to musi
zachodzi¢ 22 < 2, skad

r=—-1 lub z=0 lub z=1.
2 ma trzy eskalacje:

1 -1 10 11
-1 2|’ 0 2’ 1 2

lub a? — 2ab + 2b2, a® + 2b% i a® + 2ab + 2b2.

» Forma a




Idea dowodu: eskalatory wymiaru dwa
> wagarowicz(a?) = 2.

» Eskalacja formy a? (o macierzy [1]) jest dowolna forma

0 macierzy
1 =z
x 2|

» Poniewaz forma ta ma by¢ dodatnio okreslona, to musi
zachodzi¢ 22 < 2, skad

z=-1 lub =0 Ilub z=1.

P Istnieja dwa eskalatory wymiaru dwa:

bi b

lub a2 + 202 i a2 + b2
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Idea dowodu: wyzsze wymiary

> dim 2: 2 eskalatory.

> dim 3: 9 eskalatoréw.

> dim4: 207 eskalatoréw.

» 201 eskalatoréw wymiaru 4 jest uniwersalnych!

» Pozostate 6 eskalatoréw wymiaru 4 reprezentuje wszystkie
liczby naturalne poza jedna.

» dim 6: 0 eskalatoréw.
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Idea dowodu: ostatni krok

» Uniwersalna forma kwadratowa ,,zawiera” uniwersalny
eskalator.

» Wagarowicz nieuniwersalnej formy kwadratowe] jest
wagarowiczem nieuniwersalnego eskalatora.

» Jedynymi wagarowiczami eskalatoréw sa liczby

2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15.

Twierdzenie (Conway-Schneeberger, 1993)

Forma kwadratowa o parzystych wspétczynnikach mieszanych
jest uniwersalna wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentuje wszystkie
liczby 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15.
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