Modele matematyczne; czy lepsze s3 lepsze?

P. Wojtaszczyk 1

Instytut Matematyczny PAN

Abstrakt Odczyt bedzie sie sktadat z dwu czesci. Pierwsza filozoficzna:
Komputery s3 coraz mocniejsze a wiec sie zatykaja—trzeba im poméc.

Druga to konkretny opis pewnej zwariowanej metody liczenia Sredniej
temperatury na Ziemi i nie tylko.

'grant UMO-2016/21/B/ST1,/00241.
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Oczywistos¢

W ostatnich latach (dziesiecioleciach) nastapito
© Nastapit wielki wzrost mocy obliczeniowej komputeréw
@ Nastapit wielki wzrost ilosci danych—wynik rozwoju réznych sensoréw
(czyli tez komputeréw)

© Ciagle ciagle stosujemy stara zasade

Daj kurze grzede, a ona: wyzej siede J

czyli chcemy te dane uwzgledni¢ w modelu.

Tak naprawde nie jest to nic nowego.
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Przyktad pseudohistoryczny

Wyobrazmy sobie, ze chcemy opisa¢ model lotu pocisku artyleryjskiego
@ W czasach wojen napoleonskich: rébwnania Newtona, kat nachylenia
lufy i predkos$¢ wylotu z lufy-problem jest dwuwymiarowy
@ Ale juz w czasie wojny dziata morskie miaty nosnos$¢ do 40-50 km.
Dochodzi: opér powietrza—réwnania aerodynamiki pocisk zaczyna

wirowal i przestaje by¢ kula, cechy atmosferyczne —gesto$¢ powietrza,
wiatry

© O rakietach balistycznych nic nie powiem, ale w oczywisty sposéb
sprawa sie komplikuje.
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Model matematyczny

Ma on najczesciej trzy sktadniki

1. Uktad réwnan, najczesciej
rézniczkowych ktdry opisuje nasza

ogélna wiedze o procesie Uktad réwnan D(p,x) = 0. p to

dane, elementy pewnej przestrzeni
Banacha V i dostajemy rozwiazanie
x = x;, nalezace do pewnej
przestrzeni Banacha X.

2. Dane—to co trzeba wstawic¢ do
tych réwnan, zeby miaty rozwiazanie.

3. Wynik czyli rozwiazanie. ]
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2. Dane—to co trzeba wstawic¢ do
tych réwnan, zeby miaty rozwiazanie.

3. Wynik czyli rozwiazanie. ]

Jak uzywamy modelu?
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Przeklenstwo wymiaru

Standardowe twierdzenia w teorii réwnan rézniczkowych wygladaja tak:

Theorem

Jezeli D(.,.) jest w miare przyzwoite, oraz ¥V i X s3 odpowiednimi
przestrzeniami funkcji gtadkich to dla jn € V istnieje rozwigzanie x, € X i
odwzorowanie 1 — x,, jest ciagfe zV do X.

Problem Jezeli chcemy, zeby nasz model uwzgledniat wiele czynnikéw to
1 a czasami i x jest funkcja bardzo wielu zmiennych.
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Theorem

Jezeli D(.,.) jest w miare przyzwoite, oraz ¥V i X s3 odpowiednimi
przestrzeniami funkcji gtadkich to dla jn € V istnieje rozwigzanie x, € X i
odwzorowanie 1 — x,, jest ciagfe zV do X.

Problem Jezeli chcemy, zeby nasz model uwzgledniat wiele czynnikéw to
1 a czasami i x jest funkcja bardzo wielu zmiennych.

Theorem (Novak WozZniakowski—J.Complex. 25)

Dla dowolnego ukfadu punktéw (x;); C [0, 119, gdy m=2l9/2) 1,
istnieje funkcja f na [0,1]9 taka, ze f(x;)) =0dlaj=1,....mi|fle =1,
ktérej wszystkie pochodne istniejg i sg ograniczone przez 1.
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Swiat nie jest taki zty

ale opis matematyczny bardzo zachtanny. J

o Jest faktem eksperymentalnym, ze daleko nie kazda funkcja p € V
pojawia sie jako sensowne dane, nie kazda funkcja x € X' pojawi sie
jako rozwiazanie (przy sensownym ).

o Cata chmara probleméw, zeby sensownie praktycznie i matematycznie
wprowadzié¢ “mate” zbiory V C V oraz X C X, ze wystarczy
rozwigzywa¢ problem D(u, x) = dla p € V oraz x prawie nalezy do
X. Jest to redukcja modelu.

@ Przyktad — reduced basis method; znajdujemy X to m-wymiarowa
podprzestrzen liniowa X.

Morat: Zwiekszenie mocy obliczeniowej zmusza nas do wymyslania
“mniejszych” modeli.

Koniec filozofii.
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Srednia temperatura powierzchni Ziemii

To co teraz nastapi opera sie o dwie prace

S. Foucart, M. Hielsberg, G. Mullendore, G. Petrova P.W. Optimal
Algorithms for Computing Average Temperatures, MATHEMATICS OF
CLIMATE AND WEATHER FORECASTING (2019)

R. DeVore, S. Foucart, G. Petrova, PW. Computing a quantity of interest
from observational data, CONSTRUCTIVE APPROXIMATION (2018)
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Srednia temperatura powierzchni Ziemi—teoria

Powierzchnia Ziemi S to w zasadzie sfera. f(x, t) to temperatura w
punkcie x € § w czasie t. No to $rednia w momencie t to catka

/S f(x, t) do(x)

gdzie o to unormowana miara powierzchniowa na S. Srednia w okresie

[a, b] to ,
bia / /S F(x, £) do(x) dt
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Srednia temperatura powierzchni Ziemi—zycie

Interesuja nas réwniez dane historyczne—kilkadziesiat lat i wiecej.

© Tradycyjnie méwimy o temperaturze powietrza 1.5 metra nad ziemia.

@ Temperature mierza stacje meteorologiczne, kiedys kilka razy dziennie.
Tego sig trzymamy. Mamy wiec stacje w miejscach (xj)jeL C S czyli
mierzymy wartosci f(x;, t!). Z tych danych tatwo dosta¢ Srednie dzienne,
tygodniowe itp w kazdej stacji osobno.
Problemy

@ Dane pochodza z réznych zrédet, szczegdlnie morskie.

o Stacje sa gdzie sa a nie tam gdzie bysmy chcieli.

o Nie bardzo wiemy jak moze wygladac f.

P. Wojtaszczyk (IM PAN) Modele Wola Ducka, 24 luty 2020 9/24



Co robig klimatolodzy?

Na ogét rozpatruja t.zw. “anomalie”. Ustalajg okres n.p. 1951-1980 i licza
$rednig w tym okresie dla kazdej stacji—"normalna” temperatura dla stacji.
Anomalie to odchylenie od tej “normalnej”
@ Ujednolicaja dane z réznych zrédet.
@ Wprowadzajg poprawki n.p. na miasto, na strefe czasowa, na
metodologie pomiardw, szczegdlnie pomiaréw na morzu.
© Obliczaja (rézne algorytmy) temperature dla “dokfadnej siatki” —
8000 punktéw i wtedy jako$ licza.
@ To co zeSmy sprawdzali to w ostatecznym rachunku algorytmy
sprowadzaja sie do znalezienia wag (a;)jc, wtedy $rednia to
> jer aif(x;). Ale waga a; moze zalezy¢ od wartosci {f(x;)}ier-
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Boje dryfujace i state
(réwniez wieze
wiertnicze), 29-12
wrzesnia 2017, praca

Poli et.al. Automated
surface marine
observations from
European data buoys
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Matematyka

Oznaczenia: C(S) to przestrzen liniowa wszystkich funkcji ciagtych na S i
norma to ||f|| := sup,cs |f(x)].
Zadane punkty (xj)jc. C S i mamy m wymiarowq przestrzen V funkcji
(ciagtych) na S. Wtedy istnieje (prosty) algorytm ktéry produkuje

@ m elementowy podzbiér B C L

Q |iczby (aj)jeg

Q stata C;

takie, ze

/Sf(x)da(x) =) aif(x)| < CLinf{|If — v : vE V]

JjeB

Matematycznie jest to optymalne oszacowanie.
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Wracamy na Ziemie

S to powierzchnia Ziemii, temperatura f(x, t) to funkcja ciagta, x;
lokalizacje stacji pomiarowych. Trzeba mie¢ V—bierzemy z sufitu V to

przestrzen wielomianéw harmonicznych stopnia < 9. Wtedy wymiar V
réwna sie 100.
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Eksperymenty numeryczne

Uzywamy dwu zbioréw danych

@ Zbidr 1; jest to standardowy zbiér danych uzywany przez NASA
Goddard Institut for Space Studies==GISTEMP oraz National
Oceanic and Atmospheric Administration=NOAA. S3 to dane
przeliczone do “doktadnej siatki".

@ Zbiér 2; Na ladzie s3 to dane nieprzeliczone a na morzu przeliczone
do “doktadnej siatki”

Uzywamy nastepujacych przestrzenie V:

© Przestrzen SH9 wielomianéw harmonicznych na sferze stopnia < 9.
Wtedy wymiar V réwna sie 100.

@ Przestrzenie funkgcji kawalkami statych na 80 ‘kwadratach’ — PCC
oraz na 8000 — PCF. S3 to standardowe podziaty.

Poréwnujemy nasze wyniki z wynikami podanymi przez NASA oraz NOAA.
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Temperatura w Texasie

Liczymy zimowe i letnie temperatury (trzy miesigce) w Teksasie. Znamy
tygodniowe $rednie z kazdej stacji. V' to przestrzen funkcji f(x, t) statych
na kwadratach “doktadnej siatki” PCF i kawatkami liniowych w czasie z
weztami co tydzien.

Mamy 115 stacji.
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