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Ten odczyt jest po±wi¦cony teorii w¦zªów. Teo-

ria w¦zªów jako prawdziwa matematyka jest

bardzo mªoda � pojawiªa si¦ mo»e ze 150

lat temu. Poni»ej zamieszczam obrazek w¦zªa,

»eby byªo wiadomo o czym mowa.

�gure WDCK1
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Ten w¦zeª jest nietrywialny, to znaczy nie da

si¦ go przerobi¢ na zwykªy okr¡g bez oszuki-

wania, to znaczy samym tylko deformowaniem,

ale bez rozcinania chocia» na chwil¦. Czyli:

to jest w¦zeª nietrywialny � nie jest taki, jak

w¦zeª trywialny, czyli zwykªy okr¡g. Ale za to

jest taki jak drugi w¦zeª, pokazany poni»ej.

�gure WDCK2
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Tak zwykle rysujemy w¦zªy � w postaci takich

diagramów, które przedstawiaja rzut w¦zªa na

odpowiedni¡ pªaszczyn¦, ale z zaznaczeniem,

co jest wy»ej, a co ni»ej w skrzy»owaniu. Ist-

nieje pi¦kne twierdzenie, które mówi, kiedy dwa

diagramy reprezentuj¡ równowa»ne w¦zªy: wt-

edy gdy mo»na jeden diagram przerobi¢ na drugi,

za pomoc¡ ci¡gu tzw. ruchów Reidemeistera:

�gure WDCK3
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Przez dªugie lata podstawowym narz¦dziem teorii

w¦zªów byªa topologia algebraiczna. Bardziej

kokretnie: dla danego w¦zªa K mo»emy rozpa-

trywa¢ grup¦ podstawow¡ dopeªnienia w¦zªa.

Je»eli rozpatrujemy ten sam w¦zeª, chocia» po-

dany w jaki± sposób taki, »e tego nie wida¢,

to grupa podstawowa powinna wyj±¢ ta sama.

Je»eli wychodzi inna, to w¦zªy s¡ ró»ne.

Ale: w pewnym momencie 1984 nast¡piªa re-

wolucyjna zmiana: pojawª si¦ wielomian Jonesa,

wspóªcze±nie bardziej znany w postaci, jak¡

mu nadaª Kau�man. Na nast¦pnym obrazku

pokazne s¡ reguªy de�niuj¡ce wielomian Jonesa

w wersji Kau�mana. Tak naprawd¦, to rysunek

opisuje nawias Kau�mana, co± co si¦ mini-

malnie technicznie ró»ni od wielomianu Jonesa

w wersji Kau�mana. Nawias Kau�mana 〈D〉
przypisuje niezorientowanemu diagramowi D

wielomian Laurenta o wspóªczynnikach caªko-

witych, wedªug nast¦puj¡cych reguª:

4



= 11.

2. +A
−1

3. D

= A

−2

= (−A  −A )
2

D

�gure WDCK4

Wystarczy spojrze¢ na zasad¦ rekurencji po-

dan¡ powy»ej, »eby zobaczy¢, »e to si¦ zawsze

da policzy¢, bo po sko«czonej liczbie kroków

zawsze dojdziemy do diagramu, który ju» nie

ma »adnych skrzy»owa«, co oznacza, »e jego

nawias Kau�mana jest zdeterminowany przez

ostatni¡ reguª¦ (wychodzi (−A−2−A2)c−1, gdzie
c oznacza liczb¦ skªadowych w ko«cowym obrazku).
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Te ko«cowe diagramy bez skrzy»owa« to s¡

tak zwane stany. Na przykªad dla trójlistnika:

�gure WDCK5
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Tak zde�niowany nawias Kau�mana jest niez-

mienniczy ze wzgl¦du na ruchy Reidemeistera

I i II, ale nie ze wzgledu na R III. Ale to nie jest

wielki niedostatek, bo ªatwo mo»na to poprawi¢,

je»eli diagram jest zorientowany. Trzeba mia-

nowicie pomno»y¢ nawias Kau�mana przez od-

powiedni czynnik, de�niuj¡c w ten sposób wielo-

mian Jonesa w wersji Kau�mana:

fD = (−A)−3tw(D)〈D〉.

W tym zapisie tw(D) oznacza sum¦ znaków

skrzy»owa«, a znak skrzy»owania jest okre±lony

jak na nast¦pnym rysunku.
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�gure WDCK6
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Krótki przerywnik, wyja±niaj¡cy dlaczego wielo-

mian Jonesa zrobiª w teorii w¦zªów bªyskaw-

iczn¡ karier¦. Przede wszyskim

1. pozwoliª on udowodni¢ dwie stare hipotezy

Taita. Jedna z nich mówi, »e w zredukowanym

diagramie alternuj¡cym liczba skrzyzowa« jest

minimalna, po wszystkich diagramach reprezen-

tuj¡cych dany w¦zeª. Co wi¦cej, dowód jest

ªatwy: pokazuje si¦, »e dla ka»dego diagramu

D rozpi¦to±¢ wielomianu Jonesa nie przekracza

liczby skrzy»owa« pomno»onej przez cztery, a

dla diagramu alternuj¡cego akurat zawsze wy-

chodzi dokªadnie tyle.

Poni»sza ilustracja pokazuje, co to znaczy »e

diagram jest alternuj¡cy:
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�gure WDCK7

Kolejna: co to znaczy, »e diagram nie jest zre-

dukowany:

D D
21

�gure WDCK8
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2. Wielomian Jonesa dosy¢ skutecznie odró»-

nia w¦zªy, w szczególno±ci bardzo cz¦sto odró»-

nia w¦zeª od jego odbicia lustrzanego. Ry-

sunek ilustruje poj¦cie odbicia lustrzanego w¦-

zªa. Ta para jest zreszt¡ akurat dobrana tak,

»e obydwa warianty s¡ równowa»ne.

�gure WDCK9

Ale: nie wiadomo, czy istnieje nietrywialny w¦-

zeª, którego wielomian Jonesa jest równy 1.

Czyli nie wiadomo, czy wielomian Jonesa roz-

poznaje nietrywialno±¢ w¦zªa.
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Teraz przejdziemy do ostaniego tematu tego

odczytu: powrót do topologii algebraicznej, a

wªa±ciwie do algebry homologicznej. Algebra

homologiczna zajmuje si¦, najogólniej mówi¡c,

sytuacj¡ tak¡: mamy przestrze« liniow¡ V nad

ciaªem K i odwzorowanie liniowe d : V → V,

takie »e d ◦ d jest odwzorowaniem zerowym.

Wówczas Im d ⊆ ker d, a to oznacza »e sen-

sowne jest rozpatrywanie przestrzeni ilorazowej

ker d/ Im d. Ten iloraz to s¡ tak zwane homolo-

gie (grupa homologii) kompleksu (V, d). Je»eli

kto± miaª dotychczas w »yciu zerow¡ ekspozy-

cj¦ na algebr¦ homologiczn¡, to teraz zostaªy

ju» tylko szczegóªy.

Wracaj¡c do teorii w¦zªów: powiem teraz o ho-

mologiach Khovanova, znanych te» jako koho-

mologie Khovanova � to »adna ró»nica. B¦-

dzie tylko bardzo ogólny zarys pewnej konstruk-

cji i podkre±lenie jej zalet.
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Po pierwsze, byªoby lepiej, gdyby Kau�man,

wymy±liwszy swój nawias przypisaª trywialnemu

okr¦gowi nie wielomian staªy 1, tylko wielo-

mian −A−2−A2. Wtedy mo»na by powiedzie¢,

»e stan S, który ma s okr¦gów wnosi do nawia-

su Kau�mana (−A−2−A2)s. Gdyby w dodatku

te stany wzbogaci¢ o znak przypisany ka»demu

okr¦gowi, to ka»demu wzbogaconemu stanowi

mo»na by przypisa¢ w oczywisty sposób jedno-

mian Ai, a suma by byªa równa (−A−2 −A2)s.

To teraz tworzymy przestrze« liniow¡, która

jest pewn¡ sum¡ prost¡ po wszystkich stanach.

A co sumujemy? Ka»demu stanowi przypisu-

jemy iloczyn tensorowy dwuwymiarowych prze-

strzeni, generowanych (dla konkretnego okr¦gu

danego stanu) przez dwa wektory e+ i e−.
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Na tej bardzo du»ej przestrzeni liniowej okre±lmy

ró»niczk¦ d. Nie b¦d¦ jej dokªadnie opisywaª,

chciaªbym tylko podkre±li¢ jedno: ta ró»niczka

jest zrobiona tak, »e prawie wcale nie miesza

stanów, jak to pokazuje rysunek zrobiony dla

diagramu z trzema skrzy»owaniami. Na tym

rysunku jest zaznaczonych osiem stanów, w

lewym dolnym przednim rogu stan uzyskany

przez same wygªadzenia dodatnie, w prawym

górnym z tyªu przez same wygªadzenia ujemne,

a pomi¦dzy nimi, wedªug oczywistej reguªy,

stany po±rednie. Schemat pokazany na ry-

sunku wskazuje, »e ró»niczka policzona dla da-

nego stanu ma niezerowe (by¢ mo»e) wspóª-

czynniki w przestrzeni odpowiadaj¡cej innemu

stanowi tylko wtedy, gdy ten stan jest wskazany

strzaªk¡ � czyli tylko dla stanów ró»ni¡cych

si¦ sposobem wygªadzenia jednego skrzy»owa-

nia).
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�gure WDCK10



I ju» zupeªnie na koniec, de�nicja ró»niczki.

Najpierw podajemy de�nicj¦ dla pojedynczej

zamiany ci¦cia, takiej która zmniejsza liczb¦

okr¦gów w stanie.

e− ⊗ e− 7→ 0

e− ⊗ e+ 7→ e−
e+ ⊗ e− 7→ e−
e+ ⊗ e+ 7→ e+
A teraz dla zmiany sposobu wygªadzenia w jed-

nym skrzy»owaniu, takiej która zwi¦ksza liczb¦

okregów w stanie.

e− 7→ e− ⊗ e−
e+ 7→ e− ⊗ e+ + e+ ⊗ e−
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Nie jest trudno sprawdzi¢ na siª¦, »e to ma

wªasno±ci, jakie algebra homologiczna stawia

ró»niczce, to znaczy: d ◦ d = 0.
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Homologie Khovanova s¡ niezmiennicze (nie

zale»¡ od wyboru diagramu w¦zªa). Trudno

byªoby z góry przewidzie¢, czy ta konstrukcja

prowadzi do czego± ciekawszego ni» wielomian

Jonesa. Ale:

Homologie Khovanova rozpoznaj¡ w¦zeª try-

wialny.

Prawd¦ powiedziawszy, algebra homologiczna

cz¦sto dziaªa w sposób nieco bardziej skom-

plikowany ni» powiedziaªem (ale zaznaczyªem,

»e jeszcze s¡ pewne szczegóªy). Tak te» i jest

w tym przypadku. Przy odrobinie uwagi mo»na

rozpatrywanej przestrzni nada¢ podwójn¡ gra-

dacj¦, to znaczy przedstawi¢ j¡ jako sum¦ pro-

st¡ pewnych przestrzeni, z których ka»da ma

podwójny indeks (i, j). Ró»niczka, dosªownie

ta sama okazuje si¦ by¢ w odpowiedni sposób

zgodna z tak¡ podwójn¡ gradacj¡, co powoduje,

»e homologie te» maj¡ podwójn¡ gradacj¦. To

ju» tylko kwestia uwagi i cierpliwo±ci. I dopiero

teraz otrzymujemy prawdziw¡ niespodziank¦ �

homologie Khovanova, odpowiednio sprytnie
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u»yte, pozwalaj¡ udowodni¢ tzw. hipotez¦

Milnora�Bennequina. Dla zilustrowania o co

chodzi spojrzyjmy na nie najbardziej ogólny

przykªad. Na rysunku mamy w¦zeª, przedsta-

wiony w postaci tzw. dodatniego warkocza z

s = 4 pasmami i c = 11 skrzy»owaniami �

wszystkie skrzy»owania s¡ tego samego typu.

Hipoteza mówi, »e »adnego diagramu tego w¦-

zªa nie da si¦ przerobi¢ na diagram w¦zªa try-

wialnego poprzez przerobienie mniej ni» c−s+1
2

skrzy»owa«.

�gure WDCK10



To tylko przykªad. Ogólne stwierdzenie, »e dla

w¦zªów, które daj¡ si¦ tak przedstawi¢, potrze-

ba nie mniej ni» c−s+1
2 przeróbek skrzy»owa«

(minimum po wszystkich diagramach!) »eby

uzyska¢ w¦zeª trywialny, byªo przez kilkadzie-

si¡t lat jedn¡ z najpowa»niejszych nieroztrzyg-

ni¦tych hipotez teorii w¦zªów.
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�gure WDCK11

Sze±¢ stanów diagramu podanego na górze

(spo±ród szesnastu), same takie w których

dwa skrzy»owania rozci¦to dodatnio, a dwa

ujemnie.
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