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Ten odczyt jest poSwiecony teorii weztdw. Teo-
ria weztdw jako prawdziwa matematyka jest
bardzo mtoda — pojawita sie moze ze 150
lat temu. Ponizej zamieszczam obrazek wezta,
zeby byto wiadomo o czym mowa.
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Ten wezet jest nietrywialny, to znaczy nie da
sie go przerobi€C na zwykty okragg bez oszuki-
wania, to znaczy samym tylko deformowaniem,
ale bez rozcinania chociaz na chwile. Czyli:
to jest wezet nietrywialny — nie jest taki, jak
wezet trywialny, czyli zwykty okrag. Ale za to
jest taki jak drugi wezet, pokazany ponizej.
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Tak zwykle rysujemy wezty — w postaci takich
diagramow, ktore przedstawiaja rzut wezta na
odpowiednig ptaszczyne, ale z zaznaczeniem,
CO jest wyzej, a co nizej w skrzyzowaniu. Ist-
nieje piekne twierdzenie, ktore mowi, kiedy dwa
diagramy reprezentuja rownowazne wezty: wt-
edy gdy mozna jeden diagram przerobi€ na drugi,
Za pomocga ciggu tzw. ruchdow Reidemeistera:
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Przez dfugie lata podstawowym narzedziem teorii
weztow byta topologia algebraiczna. Bardziej
kokretnie: dla danego wezta K mozemy rozpa-
trywalC grupe podstawowa dopetnienia wezta.
Jezeli rozpatrujemy ten sam wezet, chociaz po-
dany w jakisS sposob taki, ze tego nie widac,
to grupa podstawowa powinna wyjsC ta sama.
Jezeli wychodzi inna, to wezty sg rozne.

Ale: w pewnym momencie 1984 nastgpita re-
wolucyjna zmiana: pojawft sie wielomian Jonesa,
wspotczeSnie bardziej znany w postaci, jaka
mu nadat Kauffman. Na nastepnym obrazku
pokazne sg reguty definiujace wielomian Jonesa
w wersji Kauffmana. Tak naprawde, to rysunek
opisuje nawias Kauffmana, coS co sie mini-
malnie technicznie rézni od wielomianu Jonesa
w wersji Kauffmana. Nawias Kauffmana (D)
przypisuje niezorientowanemu diagramowi D
wielomian Laurenta o wspodfczynnikach catko-
witych, wedtug nastepujacych regut:



1.<Q>:1

2 (=2 OO X)
3. < D O>= (-A —A2)< D>

figure WDCK4

Wystarczy spojrze€ na zasade rekurencji po-
dang powyzej, zeby zobaczyC, ze to sie zawsze
da policzyC, bo po skonczonej liczbie krokdow
zawsze dojdziemy do diagramu, ktory juz nie
ma zadnych skrzyzowan, co oznacza, zZe jego
nawias Kauffmana jest zdeterminowany przez
ostatnia regute (wychodzi (—A—2—A2)c~1 gdzie
c oznacza liczbe sktadowych w koncowym obrazku).
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Te koncowe diagramy bez skrzyzowan to s3a
tak zwane stany. Na przyktad dla trdjlistnika:
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Tak zdefiniowany nawias Kauffmana jest niez-

mienniczy ze wzgledu na ruchy Reidemeistera

IiII, ale nie ze wzgledu na R III. Ale to nie jest

wielki niedostatek, bo fatwo mozna to poprawic,
jezeli diagram jest zorientowany. Trzeba mia-

nowicie pomnozyC nawias Kauffmana przez od-

powiedni czynnik, definiujgc w ten sposdb wielo-
mian Jonesa w wersji Kauffmana:

fp = (=A4)3" PN D).

W tym zapisie tw(D) oznacza sume znakdw
skrzyzowan, a znak skrzyzowania jest okresSlony
jak na nastepnym rysunku.
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Krotki przerywnik, wyjasniajacy dlaczego wielo-
mian Jonesa zrobit w teorii weztdw btyskaw-
iczng kariere. Przede wszyskim

1. pozwolit on udowodniC dwie stare hipotezy
Taita. Jedna z nich mowi, ze w zredukowanym
diagramie alternujgcym liczba skrzyzowan jest
minimalna, po wszystkich diagramach reprezen-
tujacych dany wezet. Co wiecej, dowodd jest
fatwy: pokazuje sie, ze dla kazdego diagramu
D rozpietoSC wielomianu Jonesa nie przekracza
liczby skrzyzowan pomnozonej przez cztery, a
dla diagramu alternujgcego akurat zawsze wy-
chodzi doktadnie tyle.

Ponizsza ilustracja pokazuje, co to znaczy ze
diagram jest alternujacy:
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figure WDCK7

Kolejna: co to znaczy, ze diagram nie jest zre-
dukowany:

D, X Db,

figure WDCKS8
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2. Wielomian Jonesa dosyC skutecznie odroz-
nia wezty, w szczegolnosci bardzo czesto odroz-
nia wezet od jego odbicia lustrzanego. Ry-
sunek ilustruje pojecie odbicia lustrzanego we-
zta. Ta para jest zresztg akurat dobrana tak,
ze obydwa warianty sg rownowazne.
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Ale: nie wiadomo, czy istnieje nietrywialny we-
zet, ktorego wielomian Jonesa jest rowny 1.
Czyli nie wiadomo, czy wielomian Jonesa roz-
poznaje nietrywialnosC wezta.
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Teraz przejdziemy do ostaniego tematu tego
odczytu: powrdt do topologii algebraicznej, a
witasciwie do algebry homologicznej. Algebra
homologiczna zajmuje sie, najogolniej mowiac,
sytuacja taka: mamy przestrzen liniowag V nad
ciatem K i odwzorowanie liniowe d:V — V,
takie ze d o d jest odwzorowaniem zerowym.
Wowczas Imd C kerd, a to oznacza ze sen-
sowne jest rozpatrywanie przestrzeni ilorazowej
kerd/Imd. Ten iloraz to sg tak zwane homolo-
gie (grupa homologii) kompleksu (V,d). Jezeli
ktoS miat dotychczas w zyciu zerowa ekspozy-
cje na algebre homologiczng, to teraz zostaty
juz tylko szczegoty.

Wracajac do teorii weztdw: powiem teraz o ho-
mologiach Khovanova, znanych tez jako koho-
mologie Khovanova — to zadna rdznica. Be-
dzie tylko bardzo ogdlny zarys pewnej konstruk-
cji 1 podkreSlenie jej zalet.
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Po pierwsze, bytoby lepiej, gdyby Kauffman,
wymysliwszy swoj nawias przypisat trywialnemu
okregowi nie wielomian staty 1, tylko wielo-
mian —A—2 — A2, Wtedy mozna by powiedzie¢,
ze stan S, ktéry ma s okregdow wnosi do nawia-
su Kauffmana (—A=2—A2)S. Gdyby w dodatku
te stany wzbogaci€ o znak przypisany kazdemu
okregowi, to kazdemu wzbogaconemu stanowi
mozna by przypisaC w oczywisty sposob jedno-
mian A%, a suma by byta réwna (—A—2 — A2)s.
To teraz tworzymy przestrzen liniowg, ktora
jest pewng suma prosta po wszystkich stanach.
A co sumujemy? Kazdemu stanowi przypisu-
jemy iloczyn tensorowy dwuwymiarowych prze-
strzeni, generowanych (dla konkretnego okregu
danego stanu) przez dwa wektory ey ie_.

14



Na tej bardzo duzej przestrzeni liniowej okresSimy
rozniczke d. Nie bede jej doktadnie opisywat,
chciatbym tylko podkresli€ jedno: ta rozniczka
jest zrobiona tak, ze prawie wcale nie miesza
standw, jak to pokazuje rysunek zrobiony dla
diagramu z trzema skrzyzowaniami. Na tym
rysunku jest zaznaczonych osiem standw, w
lewym dolnym przednim rogu stan uzyskany
przez same wygtadzenia dodatnie, w prawym
gornym z tytu przez same wygtadzenia ujemne,
a pomiedzy nimi, wedfug oczywiste] reguty,
stany poSrednie. Schemat pokazany na ry-
sunku wskazuje, ze rozniczka policzona dla da-
nego stanu ma niezerowe (by¢é moze) wspot-
czynniki w przestrzeni odpowiadajacej innemu
stanowi tylko wtedy, gdy ten stan jest wskazany
strzatka — czyli tylko dla standw rdznigcych
sie sposobem wygtadzenia jednego skrzyzowa-
nia).
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I juz zupetnie na koniec, definicja rozniczki.
Najpierw podajemy definicje dla pojedynczej
zamiany ciecia, takiej ktora zmniejsza liczbe
okregdow w stanie.

e_ ®e_r—0

e_ X ey > e—

e R e_ — e_

et X ey ey

A teraz dla zmiany sposobu wygtadzenia w jed-
nym skrzyzowaniu, takiej ktora zwieksza liczbe
okregdw w stanie.

e_—re_RQe_

er—~re_Qey tep e
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Nie jest trudno sprawdziC na site, ze to ma
wtasnosci, jakie algebra homologiczna stawia
rozniczce, to znaczy: dod = 0.
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Homologie Khovanova s3 niezmiennicze (nie
zalezg od wyboru diagramu wezta). Trudno
bytoby z gory przewidzieC, czy ta konstrukcja
prowadzi do czegoS ciekawszego niz wielomian
Jonesa. Ale:

Homologie Khovanova rozpoznajg wezet try-
wialny.

Prawde powiedziawszy, algebra homologiczna
czesto dziata w sposdb nieco bardziej skom-
plikowany niz powiedziatem (ale zaznaczytem,
ze jeszcze sg pewne szczegdty). Tak tez i jest
w tym przypadku. Przy odrobinie uwagi mozna
rozpatrywanej przestrzni nadaC podwdjng gra-
dacje, to znaczy przedstawiC jg jako sume pro-
sta pewnych przestrzeni, z ktorych kazda ma
podwdjny indeks (4,57). R&zniczka, dostownie
ta sama okazuje sie byC w odpowiedni sposob
zgodna z taka podwdjng gradacjg, co powoduje,
ze homologie tez maja podwdjng gradacje. To
juz tylko kwestia uwagi i cierpliwosci. I dopiero
teraz otrzymujemy prawdziwg niespodzianke —
homologie Khovanova, odpowiednio sprytnie
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uzyte, pozwalaja udowodniC tzw. hipoteze
Milnora—Bennequina. Dla zilustrowania o co
chodzi spojrzyjmy na nie najbardziej ogdolny
przyktad. Na rysunku mamy wezet, przedsta-
wiony w postaci tzw. dodatniego warkocza z
s = 4 pasmami i ¢ = 11 skrzyzowaniami —
wszystkie skrzyzowania sg tego samego typu.
Hipoteza mowi, ze zadnego diagramu tego we-
zta nie da sie przerobi€ na diagram wezta try-
wialnego poprzez przerobienie mniej niz %
skrzyzowan.
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To tylko przyktad. Ogdlne stwierdzenie, ze dla
weztow, ktore dajg sie tak przedstawicC, potrze-
ba nie mniej niz <5t przerdbek skrzyzowan
(minimum po wszystkich diagramach!) zeby
uzyskaC wezet trywialny, byto przez Kilkadzie-
sigt lat jedng z najpowazniejszych nieroztrzyg-
nietych hipotez teorii weztow.
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figure WDCK11
SzeSC standw diagramu podanego na gorze
(sposrdd szesnastu), same takie w ktdrych
dwa skrzyzowania rozcieto dodatnio, a dwa
ujemnie.

20



