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Ciagi liczbowe
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Wzory jawne
fo=F7 ("= (=¢)7")
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Ciagi liczbowe
Wzory jawne
fo=F7 ("= (=¢)7") Con=5(*)
Wzory rekurencyjne

fo=foo1 + foa Co=>",CiCh1i

Pytanie: Czy liczby Catalana mozna opisac rekurencja taka jak

dla liczb Fibonacciego?
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Ciagi liczbowe
Wzory jawne
fo=F7 ("= (=¢)7") Con=5(*)
Wzory rekurencyjne
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Ciagi liczbowe
Wzory jawne
fo=Je ("= (=9) ™" Co=175(7)
Wzory rekurencyjne

fo=foo1 + foa Co=>",CiCh1i

Pytanie: Czy liczby Catalana mozna opisac rekurencja taka jak

dla liczb Fibonacciego?
— Co to znaczy taka jak?

Cel: Zdefiniowac jezyk do opisu ciaggow rekurencyjnych

i zbadac¢ jego site wyrazu.
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Ciagi liniowo rekurencyjne

Definicja
Ciag (an) nen jest liniowo rekurencyjny jesli istnieje k € N oraz

taka forma liniowa L: QX — Q, ze

anik = L(ap, a1, -, anig—1) dla wszystkich n € N,
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Ciagi liniowo rekurencyjne

Definicja
Ciag (a,)nen jest liniowo rekurencyjny jesli istnieje k € N oraz

taka forma liniowa L: QX — Q, ze

anik = L(ap, a1, -, anig—1) dla wszystkich n € N.

Forma liniowa: L(xq,...,xx) = ¢1x1 + X + - . . + cxx, gdzie ¢; € Q.

Przyktad 1: Liczby Fibonacciego uzywaja L(xy, x2) = x1 + Xa.
Przyktad 2: ay =0, a; =1, a,1, = 2a,.1 — a, ~ a, = n

Fakt

Ciagi liniowo rekurencyjne to doktadnie ciagi postaci

k
an = pi(n) - A7,
i=1

gdzie p; to wielomiany, za$ \; sg algebraiczne.
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Wilasnosci ciggow liniowo rekurencyjnych
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Fakt: Jesli a, jest lin. rekurencyjny, to |a,| < M™' dla pewnego M € N.
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Fakt: Jesli a, jest lin. rekurencyjny, to |a,| < M™' dla pewnego M € N.
D: M := suma wspotczynnikéw formy L.

W kazdym kroku dodajemy < M poprzednich wyrazow. [
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Wilasnosci ciagow liniowo rekurencyjnych

Fakt: Jesli a, jest lin. rekurencyjny, to |a,| < M™' dla pewnego M € N.
D: M := suma wspotczynnikéw formy L.

W kazdym kroku dodajemy < M poprzednich wyrazow. [

Fakt: Jesli a, jest lin. rekurencyjny nad Z, to dla kazdego m € N
ciag (a, mod m) jest ostatecznie okresowy.
D: Reszty (a, mod m), ..., (a, 1 mod m) wyznaczaja (a,,, mod m).

Tylko m* mozliwych zestawéw (a, mod m), ..., (apix—7 mod m). O
)4 y

Fakt: C, jest nieparzyste <& n+ 1 jest potega 2.

Whiosek: Liczby Catalana nie sa liniowo rekurencyjne nad Z.

Fakt: Nie s3 liniowo rekurencyjne nawet nad Q.
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Uktady rownan rekurencyjnych

Idea: Chcemy uzywac rekurencji o gtebokosci 1.
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Uktady rownan rekurencyjnych
Idea: Chcemy uzywac rekurencji o gtebokosci 1.
— Problem: Jeden ciag i gtebokos¢ 1 = Ciag geometryczny
— Rozwiazanie: Kilka wzajemnie rekurencyjnych ciagéw.
Przyktad: Liczby Fibonacciego, dodajemy ciag g, = f,—1.
{fo =1 {fn = fo—1+ &
g =0 &n = fn-1
Definicja

oooooo

takie ciagi u!, ..., u¥ oraz formy liniowe Ly, ..., L;: QK — Q, ze
(
1_ 1 2 k
up = Li(u) us .o Uk
2 _ 1 2 k
u, = L2(”n—17 Up—15- -5 un—])
< . dlan>1,
k _ 1 2 k
L un T Lk(un—17 un—]? ) un—])

: _
przy czym wymagamy, ze a, = u,,.
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Uktady réwnan rekurencyjnych
Twierdzenie

(a,) jest lin. rekurencyjny < (a,) spetnia pewien uktad liniowych rekurencji.
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Uktady rownan rekurencyjnych
Twierdzenie

(a,) jest lin. rekurencyjny < (a,) spetnia pewien uktad liniowych rekurencji.

Dowdéd (=)

Jesli rekurencja opisujaca (a,) ma gtebokosc¢ k, to uzywamy k przesuniec a,.

(
an — 3an—1 - 2bn—1 + 4Cn—1 - dn—1
bn — dn—1
a, = 3a,1—2a, 2 +4a, 3—a, 4 ~
Ch = bn—1
L dn = Cn—1
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Uktady rownan rekurencyjnych
Twierdzenie

(a,) jest lin. rekurencyjny < (a,) spetnia pewien uktad liniowych rekurencji.

Dowdéd (=)

Jesli rekurencja opisujaca (a,) ma gtebokosc¢ k, to uzywamy k przesuniec a,.

(
an — 3an—1'_'2bn—1'+‘4cn—1'_ dh—1
bn:: dn—1
a, = 3a,1—2a, 2 +4a, 3—a, 4 ~
Ch = bn—1
L dn = Cn—1
dh—1 bn—1 An—1

Cn—1
I
! 1
dy
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Dowéd (<)

X1 = u,
X2—U,2.’
X3:Ui
X4—Uf7
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Dowéd (<)

X1 = uy 7 Uny
Xy = U% Uﬁ_H
X3 = U?,’ Ui_H
X4 = U, — U
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Dowéd (<)

X1 = Uy 7 Uny 7 Un+o
X, = u? Upiy Uny2
x3=u Upsy Unya
x; = ut —uh U
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Dowéd (<)

x| = u, —7 Upy 7 Upy) "7 Unys
x; = u? ”ﬁ+1 ”r27+2 uf,+3
x3=u’ Ui+1 U2+2 uﬁ+3
Xy = Uﬁ > Uf,_g_] ’ u?w+2 > uﬁ+3
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Dowéd (<)

X1 = Uy, 7 Uny "7 Unpo "7 Unys "7 Unia
X, = U “%+1 “:27+2 uﬁ+3 ”§+4
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Dowéd (<)
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Dowéd (<)

_________________

_________________

ul = Tox,. .., Xk) = xi
uy = Ti(x, ..., xk)
uh, = Tox,. .., xk)
uh s = T(xi,. .., Xi)

\

formy liniowe
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Dowéd (<)

_________________

uy = To(xi, ..., X)) = X Niech T(X) = (To(X), T:(X), . . ., T(X)).

uy = Ti(x, ..., X)) T: QF — Q1 jest liniowe.

T zéTz(x1 ..... xk) T(d,) = (an, ani1, - - -, ansk) dla kazdego n € N.
p.s = Ts(xi,. .., Xk)

_________________

formy liniowe
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Dowéd (<)

T: QK — QK7 jest liniowe.

T(d,) = (an, ani1, - - -, anyk) dla kazdego n € N.

Obserwacja: im T jest podprzestrzeniag Q' kowymiaru > 1.
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Inaczej: S(T(X)) = 0 dla wszystkich ¥ € Q.

Whiosek: S(an, ani1y. -, anik) =0 dla wszystkich n € N,
— Zapiszmy S(yo, .- ., Vk) = SoYo + S1y1 + - .. + Skyk. Czyli:
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— Zapiszmy S(yo, .- ., Vk) = SoYo + S1y1 + - .. + Skyk. Czyli:
Sodn + S1Ani1+ ...+ SkAnik =0 dla wszystkich n € N.

— Jesli si # 0, to mamy:
50 S1 Sk—1

an+k:__°an__°an+1_..._ 'an+k_1.
Sk Sk Sk
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Dowéd (<)

T: QK — Q7 jest liniowe.

T(d,) = (an, ani1, - - -, anyk) dla kazdego n € N.

Obserwacja: im T jest podprzestrzeniag Q' kowymiaru > 1.
Whiosek: Istnieje niezerowa forma liniowa S: Q' — Q, ze im T C ker S.

Inaczej: S(T(X)) = 0 dla wszystkich ¥ € Q.

Whiosek: S(an, ani1y. -, anik) =0 dla wszystkich n € N,
— Zapiszmy S(yo, .- ., Vk) = SoYo + S1y1 + - .. + Skyk. Czyli:
Sodn + S1Ani1+ ...+ SkAnik =0 dla wszystkich n € N.

— Jesli si # 0, to mamy:

S 51 Sk—1
an+l<——S—°an—5—°an+1—---—S—'an+k—1-
k k k

— W przeciwnym razie, to samo dla najwiekszego takiego t, ze s; # 0. [
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Ciagi polirekurencyjne
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Ciagi polirekurencyjne

Cel: Rozwazmy szersza klase rekurencji i zbadajmy site wyrazu.
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Ciagi polirekurencyjne
Cel: Rozwazmy szersza klase rekurencji i zbadajmy site wyrazu.

Przyktad: a, = n!
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Ciagi polirekurencyjne

Cel: Rozwazmy szersza klase rekurencji i zbadajmy site wyrazu.

Przykiad: a, = n! b, =n+1

ay =1 an = Ap—1* by
b0:1 bn:bn_1‘|—1
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Ciagi polirekurencyjne
Cel: Rozwazmy szersza klase rekurencji i zbadajmy site wyrazu.

Przyktad: a, = n! b,=n+1

ay =1 an = Ap—1* by
b0:1 bn:bn_1‘|—1

Uwaga: n! nie jest liniowo rekurencyjny z powodéw asymptotycznych.
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Ciagi polirekurencyjne
Cel: Rozwazmy szersza klase rekurencji i zbadajmy site wyrazu.

Przyktad: a, = n! b,=n+1

ap =1 an = dp—1 - bn—1
b0:1 bn:bn—1‘|'1

Uwaga: n! nie jest liniowo rekurencyjny z powodéw asymptotycznych.

Idea: Dopusé¢my dowolne wielomiany zamiast form liniowych.
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Ciagi polirekurencyjne

Cel: Rozwazmy szerszg klase rekurencji i zbadajmy site wyrazu.

Przyktad: a, = n!

Ao
by

b,=n+1

=1 an = dp—1 - bn—1
1 by = byt + 1

Uwaga: n! nie jest liniowo rekurencyjny z powodéw asymptotycznych.

Idea: Dopusé¢my dowolne wielomiany zamiast form liniowych.
Definicja

Ciag (a,) nen jest polirekurencyjny jesli istnieja takie ciagi u!, ..., uk

oraz wielomiany Py, ... P, € Q[x, ..., x, ze
(1 1 2 k
u, = P1(un—17 Up 15+, un—1)
2 _ 1 2 k
u, = P2(”n—17 Uy 1y un—1)
< . dlan>1,
k _ 1 2 k
L un T Pk(un—17 un—]? ot un—1)
przy czym wymagamy, ze a, = u,.
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Ciagi polirekurencyjne: przyktady i wlasnosci
Przyktad 1: a, = n!
Przyktad 2: by = 2, b, = (bs1)? ~ b, = 2%
Fakt: Ciag polirekurencyjny ma co najwyzej podwdjnie
wyktadnicza asymptotyke.
Przyktad 3: Co to za ciag d,?

Co = 2 Ch = Cp—1 " dp_1
dy =1 dp = Cpq
!
d, = 2

Przyktad 4: e, = f, (praca domowa)
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Ciagi polirekurencyjne: przyktady i wlasnosci
Przyktad 1: a, = n!

Przyktad 2: b, = 2, b, = (bs1)? ~ b, = 2%
Fakt: Ciag polirekurencyjny ma co najwyzej podwdjnie
wyktadnicza asymptotyke.

Przyktad 3: Co to za ciag d,?

Co = 2 Ch = Cp—1 " dp_1
d() =1

dn = Cp—1
!

d, = 2/

Przyktad 4: e, = f, (praca domowa)

Uwaga: Ciagi spetniajace rekurencje postaci

anik = P(an; - - ., anik1)
gdzie P — wielomian, to nie wszystkie ciagi polirekurencyjne, np. n!.
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Przyktad 5: A co z liczbami Catalana C,?
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Ciagi polirekurencyjne: przyktady i wlasnosci

Przyktad 5: A co z liczbami Catalana C,?

Fakt: Jesli a, jest polirekurencyjny nad Z, to dla kazdego m € N

ciag (a, mod m) jest ostatecznie okresowy.
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Ciagi polirekurencyjne: przyktady i wlasnosci

Przyktad 5: A co z liczbami Catalana C,?

Fakt: Jesli a, jest polirekurencyjny nad Z, to dla kazdego m € N

ciag (a, mod m) jest ostatecznie okresowy.

D: Jest m* mozliwych zestawéw reszt (u! mod m), . .., (u* mod m).

Whniosek: Liczby Catalana nie sg polirekurencyjne nad Z.

Fakt: Nie sa polirekurencyjne nawet nad Q.

Przyktad 6: A cozciggiemt,=n"?
— Asymptotyka prawie taka jak n!.
— Reszty modulo dowolne m zachowujg sie okresowo.

— Zmiana podstawy wydaje sie problematyczna...

Twierdzenie (Cadilhac, Mazowiecki, Paperman, P, Sénizergues)
Ciag t, = n" nie jest polirekurencyjny.
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Zanikajace wielomiany

Lemat (o zanikajacej formie liniowej)
Jesli (a,) jest liniowo rekurencyjny, to istnieje k € N oraz taka

forma liniowa S: Q' — Q, ze

S(an, anity-- -\ anik) =0 dla wszystkich n € N.
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Zanikajace wielomiany

Lemat (o zanikajacej formie liniowej)

Jesli (a,) jest liniowo rekurencyjny, to istnieje k € N oraz taka

forma liniowa S: Q' — Q, ze

S(an, anity-- -\ anik) =0 dla wszystkich n € N.

Lemat (o zanikajagcym wielomianie)
Jesli (a,) jest polirekurencyjny, to istnieje k € N oraz taki
wielomian Z € Qlyo, y1, - - -, yi], ze

Z(an, ani1y - dnig) =0 dla wszystkich n € N.
Przyktad: Dla n!, mamy Z(yo, y1, v2) = y2y0 — ¥¥ — vive.

Po6zniej: Cigg n" nie ma zanikajacego wielomianu.

Teraz: Dowdd lematu o zanikajacym wielomianie.
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Dowéd: a, zadany uktadem polirekurencyjnym z ciagami a, =u!, ..., uk

X1 = u,
X2—U,2.’
X3:Ui
X4—Uf7
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Dowéd: a, zadany uktadem polirekurencyjnym z ciagami a, =u!, ..., uk
X) = u, ’ u31+1
Xy = U% Ui_H
X3 = U;D; Ui_H
X4 = U, — U
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Dowéd: a, zadany uktadem polirekurencyjnym z ciggami a, =u,, . . ., uj
x1 = u} 7 Up 7 Uni2
X, = u? Upiy Ups2
x3=u Upsy Unya
x; = ut —uh U
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Dowéd: a, zadany uktadem polirekurencyjnym z ciggami a, =u!, ... u¥
x1 = u} > U,11+1 ’ U:,+2 ’ ”:1+3
x; = u? ”%+1 ”:27+2 ”fw+3
x3=u’ Ui+1 U2+2 uﬁ+3
Xy = Uﬁ > Uf,_g_] ’ u;‘7—|—2 > uﬁ+3
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Dowéd: a, zadany uktadem polirekurencyjnym z ciagami a, =u!, ..., uk
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Dowdd: a, zadany ukfadem polirekurencyjnym z ciggami a, =u!, ..., u
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Dowdd: a, zadany ukfadem polirekurencyjnym z ciggami a, =u!, ..., u

ul = Tox,. .., x;) = x
uh = Ti(x, ..., )
uh, = Tx,. .., Xk)

; ( )

wielomiany
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Wielomiany Ty, Ty, Ty, ... € Q[xq, ..., x¢] spetniaja dla wszystkich n:

a, = To(up, ... up)
ani1 = Ty(uy, ..., uy)
niz = To(up, ..., uy)
an3 = T3(uy, ..., uy)
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Wielomiany Ty, Ty, Ty, ... € Q[xq, ..., x¢] spetniaja dla wszystkich n:

a, = To(ul,..., u¥
Apy1 = T1(ut177 7ull”(l)
aniz = To(uy, ..., Ulﬁ)
dpny3 = T3(u;117 ) urI;)
Fakt
W pierscieniu Q[x, . . ., x¢] kazde k + 1 wielomianéw Ty, Ty, ..., T
jest algebraicznie zaleznych, tzn. istnieje taki Z € Q[yo, v1, - - -, V|, ze
Z(Ty, Ty,..., Tx) = 0.
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Wielomiany Ty, T7, Ty, . ..

€ Q[xy, ..., x¢] spetniajag dla wszystkich n:

a, = To(ul,..., u¥
dni1 — T1(u,1,, c ey U’I;)
anio = To(ul, ..., u¥)
ani3 — T3(U,1,’, ceey Uﬁ)
Fakt
W pierscieniu Q[x, . . ., x¢] kazde k + 1 wielomianéw Ty, Ty, ..., T
jest algebraicznie zaleznych, tzn. istnieje taki Z € Q[yo, v1, - - -, V|, ze
Z(Ty, Ty,..., Tx) = 0.
Whiosek: dla wszystkich n € N, mamy
0 = Z(To(dyn), To(dn), - - -, Te(dn)) = Z(an, any1, - - -, Anik)- L]
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Zanikajacy wielomian dla n"

Zostato: Wykaza¢, ze ciag n" nie ma zanikajacego wielomianu.
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Zanikajacy wielomian dla n"

Zostato: Wykazac, ze ciag n" nie ma zanikajacego wielomianu.

Przypusémy, ze Z(yy, - . ., yi) jest zanikajacy:
Z(n", (n+1)"", ... (n+ k") =0 dla wszystkich n € N.

Uwaga: Mozemy zatozy¢, ze Z ma wspotczynniki catkowite.

Pochylmy sie nad dowolnym jednomianem w Z, np. 4y,y?y3:
yoytys =4-n" (n+ 1200 (n 4+ 2)%0D)
=4(n+1)(n+2)° - (n(n+1)*(n+2)*)" = P(n) - Q(n)",
P(x) = 4(x + 1)*(x + 2)°,
Q(x) = x(x + 1)*(x + 2)°.
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Zanikajacy wielomian dla n"
Zostato: Wykazad, ze cigg n" nie ma zanikajacego wielomianu.
Przypusémy, ze Z(yy, - . ., yi) jest zanikajacy:
Z(n", (n+1)"", ... (n+ k") =0 dla wszystkich n € N.

Uwaga: Mozemy zatozy¢, ze Z ma wspotczynniki catkowite.

Pochylmy sie nad dowolnym jednomianem w Z, np. 4y,y?y3:

4y0yizy§ =4.n". (n + 1)2(n—|—1) . (n i 2)3(n—|—2)
= 4(n+1)%(n+2)°- (n(n+ 12(n+2)*)" = P(n) - Q(n)"

P(x) = 4(x + 1)*(x + 2)°,

Whniosek: Mozemy napisac

Z(n",...,(n+ k)™ Z :

gdzie P;, Q; € Z[x] sa niezerowe, za$ Q; se} paraml rozne.

(S
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Zanikajacy wielomian dla n"

Trzeba udowodni¢ nastepujacy fakt:
Lemat

Nie istniejg niezerowe Py, ..., Py, Qi, ..., Q € Z[x], gdzie Q; rozne, ze
Pi(n)- Qi(n)"+ ...+ Pyu(n) - Q(n)" =0 dla wszystkich n € N.
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Zanikajacy wielomian dla n"

Trzeba udowodni¢ nastepujacy fakt:
Lemat

Nie istniejg niezerowe Py, ..., Py, Qi, ..., Q € Z[x], gdzie Q; rozne, ze
Pi(n)- Qi(n)"+ ...+ Pyu(n) - Q(n)" =0 dla wszystkich n € N.

Szkic dowodu: Rozwazamy réwnanie modulo dowolne pierwsze p.

n=a mod p = Qi(n) = Q;(a) mod p

n=b modp—1, b>0 = Qi(n)" = Q(n)® mod p

Obs: Dla dowolnych a, b € Z, b > 0, mamy Y_ Pi(a) - Q(a)? =0 mod p.

Michat Pilipczuk O ciagu n" 16 / 18



Zanikajacy wielomian dla n"

Trzeba udowodni¢ nastepujacy fakt:

Lemat
Nie istniejg niezerowe Py, ..., Py, Qi, ..., Q € Z[x], gdzie Q; rozne, ze
Pi(n)- Qi(n)"+ ...+ Pyu(n) - Q(n)" =0 dla wszystkich n € N.

Szkic dowodu: Rozwazamy réwnanie modulo dowolne pierwsze p.

n=a mod p = Qi(n) = Q;(a) mod p

n=b modp—1, b>0 = Qi(n)" = Q(n)® mod p

Obs: Dla dowolnych a, b € Z, b > 0, mamy Y_ Pi(a) - Q(a)? =0 mod p.
D: Bierzemy takien € N,ze n=,aorazn=,_; b. [
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Va, b€ Z,b>0: ZP,-(a)-Q,-(a)bEO mod p

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:
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Va, b€ Z,b>0: ZP,-(a)-Q,-(a)bEO mod p

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:
P1(a) . Q1(a)] + ...
P1(Cl) . Q1(a)2 + ...
P1(a) . Q1(a)3 + ...

Pi(a) - Q1(a)£ + ...

Michat Pilipczuk

+ Py(a) - Q(a)' =0
+ Py(a) - Q(a)* =0

+ Py(a) - Q(a)’ =0

.+ Py(a) - Qg(a)g =0
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Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:

Q@) Q@) - Q@] [A@] [0
Q(af Quaf -+ QaP| |P@)| _ o
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Va, b€ Z,b>0: ZP,-(a)-Q,-(a)bEO mod p

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:

/

Obs: det M(a)

11, Q(a) - Hi<j(Qi(a) — Qi(a)) to niezerowy wielomian.
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Va, b€ Z,b>0: ZP,-(a)-Q,-(a)bEO mod p

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:

Qi)' Qa)' - Qla)']| [Pla)] [0
Qi(a)* Q(a)* - Qla)’| |PAa) 0

Qa) Qa)f - Qla)

Obs: det M(a) = [[; Qi(a) - [ [;-(Qi(a) — Qi(a)) to niezerowy wielomian.

— M(a) jest odwracalna poza kilkoma a.
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Va, b€ Z,b>0: ZP,-(a)-Q,-(a)bEO mod p

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:

Qi)' Qa)' - Qla)']| [Pla)] [0
Qi(a)* Q(a)* - Qla)’| |PAa) 0

Qa) Q@) - Qla)]

Obs: det M(a) = [[; Qi(a) - [ [;-(Qi(a) — Qi(a)) to niezerowy wielomian.
— M(a) jest odwracalna poza kilkoma a.

— Dla duzego p, macierz M jest odwracalna nad Z, poza kilkoma a.
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Ya,b € Z,b > 0 : ZP =0 modp

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:

Obs: det M(a) = [[; Qi(a) - [ [;-(Qi(a) — Qi(a)) to niezerowy wielomian.
— M(a) jest odwracalna poza kilkoma a.

— Dla duzego p, macierz M jest odwracalna nad Z, poza kilkoma a.

— Pi(a) =, 0, poza kilkoma a € Z,,.
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Ya,b € Z,b > 0 : ZP =0 modp

Zapiszmy te rownania dla dowolnego aoraz b=1,2,3,...,¢:

Q@) Q@) - Q@] [A@] [0
Q(af Quaf -+ QaP| |P@)| _ o

| Qi(a)" Qa)" -+ Qfa)
Obs: det M(a) = [[; Qi(a) - [ [;-(Qi(a) — Qi(a)) to niezerowy wielomian.
— M(a) jest odwracalna poza kilkoma a.
— Dla duzego p, macierz M jest odwracalna nad Z, poza kilkoma a.
— Pi(a) =, 0, poza kilkoma a € Z,,.

Sprzecznosé: wielomiany P; majg ustalone stopnie,

nie moga mie¢ za duzo pierwiastkow! []
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Podsumowanie
Zbadalismy:

— Ciagi liniowo-rekurencyjne, opisane liniowymi rekurencjami.

— Ciagi polirekurencyjne, opisane wielomianowymi rekurencjami.
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Wilasnosci: Asymptotyka, Periodycznosé¢, Zanikajace Formy.
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Praca domowa: Czy n" jest polirekurencyjny?
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— Ciagi polirekurencyjne, opisane wielomianowymi rekurencjami.
Wiasnosci: Asymptotyka, Periodycznosé¢, Zanikajace Formy.
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Praca domowa: Czy n" jest polirekurencyjny?

Ciaggi wymiernie rekurencyjne: uzywamy wyrazen wymiernych

P(x1, ..., x)
Q(X17 s 7Xk)
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Zbadalismy:
— Ciagi liniowo-rekurencyjne, opisane liniowymi rekurencjami.
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Wiasnosci: Asymptotyka, Periodycznosé¢, Zanikajace Formy.

Udowodnilismy: C, oraz n" nie sa polirekurencyjne.

Praca domowa: Czy n" jest polirekurencyjny?

Ciaggi wymiernie rekurencyjne: uzywamy wyrazen wymiernych

P(x1, ..., x)
Q(X17 s 7X/<)

— Praca domowa: liczby Catalana C, s3 wymiernie rekurencyjne.

— Fakt: n" nie jest wymiernie rekurencyjny.
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Zbadalismy:
— Ciagi liniowo-rekurencyjne, opisane liniowymi rekurencjami.
— Ciagi polirekurencyjne, opisane wielomianowymi rekurencjami.

Wiasnosci: Asymptotyka, Periodycznosé¢, Zanikajace Formy.

Udowodnilismy: C, oraz n" nie sa polirekurencyjne.

Praca domowa: Czy n" jest polirekurencyjny?

Ciaggi wymiernie rekurencyjne: uzywamy wyrazen wymiernych

P(x1, ..., x)
Q(X17 s 7Xk)

— Praca domowa: liczby Catalana C, s3 wymiernie rekurencyjne.

— Fakt: n" nie jest wymiernie rekurencyjny.

Dziekuje za uwage!
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