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Definicja liczby normalnej

Liczba x € [0,1] jest normalna w systemie dziesietnym, jesli czestotliwo$é
dowolnego skoficzonego ciagu k cyfr w z jest réwna 107*.

Niech w = ajas . ..ay bedzie ciagiem cyfr. Niech = 0,125 . .. bedzie
rozwinieciem dziesietnym liczby x. Definiujemy:

F(w,z,n) = #H1<i<n: z;=a1,...,Titk—1 = ax}
n
F(w,z) = lim F(w,z,n) (o ile istnieje!)
n—+00

Jesli oznaczymy przez |w| dlugo$é ciagu w, to réwnowaznie mozemy
powiedzieé¢, ze x jest normalna, gdy dla dowolnego skonczonego ciggu w
zachodzi F(w,z) = 107"l
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Przyktad:

Ciag Champernowne’a
0123456789101112131415161618192021 . ..
definiuje liczbe

x:=0,0123456789101112131415161618192021 . ..

zwang stala Champernowne’a, ktora jest liczba normalna.
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Przyktad:

Ciag Champernowne’a
0123456789101112131415161618192021 . ..
definiuje liczbe

x:=0,0123456789101112131415161618192021 . ..

zwang stala Champernowne’a, ktora jest liczba normalna.

Pytanie kontrolne: dlaczego kazda liczba normalna musi byé niewymierna?
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Inne przyklady:
e 0,23571113171923... (stala Copelanda—Erdésa, 1946),
e 0,149162536496481100121144 . .. (stala Besicovitcha, 1935),

o 0,[f(IIf2)][f(3)] ..., gdzie f jest dowolnym niestalym wielomianem
dowolnego stopnia o tej wlasnodci, ze f(z) > 0 dla > 0 (Nakai i
Shiokawa, 1992)
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Inne przyklady:
e 0,23571113171923... (stala Copelanda—Erdésa, 1946),
e 0,149162536496481100121144 . .. (stala Besicovitcha, 1935),

o 0,[f(IIf2)][f(3)] ..., gdzie f jest dowolnym niestalym wielomianem
dowolnego stopnia o tej wlasnodci, ze f(z) > 0 dla > 0 (Nakai i
Shiokawa, 1992)

Przyktady w innych systemach pozycyjnych:

Ciagi (stale) Champernowne’a:

z® =0,011011100101110111 . ..
3 =0,012101112202122100101102110111112120121122200.. ..

KAt Gryszka Licaby normalne

4/ 21



Inne konstrukcje liczb normalnych:

Dla dowolnych liczb wzglednie pierwszych b i ¢ wiekszych od 1, liczba

+oo 1
e i= D G
n=1

jest normalna w bazie o podstawie b.
Liczba ag 3 jest normalna w bazie 2, ale nie jest w bazie 6.
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Inne konstrukcje liczb normalnych:

Dla dowolnych liczb wzglednie pierwszych b i ¢ wiekszych od 1, liczba

+oo 1
e i= D G
n=1

jest normalna w bazie o podstawie b.
Liczba ag 3 jest normalna w bazie 2, ale nie jest w bazie 6.

Ciag de Bruijna rzedu n nad alfabetem A to ciag dlugosci |[A|™ +n — 1 o tej
wlasnosci, ze kazdy ciag dlugosci n pojawia si¢ w nim doktadnie jeden raz.

e 00110, |A|=2,n =2

e 0011221020, |A| = 3,n = 2.
Nieskonczony ciag de Bruijna b = b1bs ... to taki ciag dla ktérego dla kazdego

n, ciag b1, ...,b10n+n—1 jest ciag de Bruijna. Ciag ten w naturalny sposéb
definiuje liczbg w = 0,b1bs . . ., ktora jest liczba normalna.
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Nie wszystkie liczby sa normalne (oczywiste), ale istnieja takie liczby, ktére sa
catkowicie nienormalne (ang. absolutely abnormal), to jest liczba F(w,x) nie
istnieje dla dowolnego ciggu w w zadnym systemie pozycyjnym. Na przyktad
niech

1 1 1 1
=(1-2)(1=-2)(1—-=) (1= —~w——) ...
4 9 64 152587890625
= 0, 6562499999956991 9999 . . . 9999 8528404201690728 . . .
—_——
23.747.291.559

Liczba «a jest catkowicie nienormalna.
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Nie wszystkie liczby sa normalne (oczywiste), ale istnieja takie liczby, ktére sa
catkowicie nienormalne (ang. absolutely abnormal), to jest liczba F(w,x) nie
istnieje dla dowolnego ciggu w w zadnym systemie pozycyjnym. Na przyktad
niech

1 1 1 1
=(1-2)(1=-2)(1—-=) (1= —~w——) ...
4 9 64 152587890625
= 0, 6562499999956991 9999 . . . 9999 8528404201690728 . . .
—_——
23.747.291.559

Liczba «a jest catkowicie nienormalna.

Prostszy przyklad? Dowolna liczba wymierna (dlaczego?).
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Pojawiajg sie uktady dynamiczne

Jezeli liczba z jest normalna, to cze$é utamkowa {10™ - 2} jest liczba normalna
dla dowolnego n. Zauwazmy, ze mnozenie x przez 10 i ucigcie ich do czesci
ulamkowej polega na rozwazeniu funkcji okreslonej na zbiorze ciagéw
nieskonczonych wszystkich rozwinie¢ dziesietnych wszystkich liczb z zakresu
[0,1]. Oznaczmy ten zbiér przez 10V, a funkcje przez o. Wtedy

o: 10N = 10M

dziala nastepujaco:
o(X1Tox3Ty . ..) = To2X3Tyg. ..,

jest to wiec prosty operator przesuniecia ,w lewo”.

Przy powyzszych oznaczeniach, rozwazanie kolejnych czesci utamkowych
postaci {10™ - z} jest réwnowazne z rozwazeniem orbity punktu x w zbiorze
10N pod dziataniem funkcji o. Mozemy wiec na liczby normalne patrzeé od
strony uktadéw dynamicznych.
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Definicja
Uktad dynamiczny (10, o) nazywamy pelnym shiftem na 10 symbolach. J

10 symboli: cyfry w systemie dziesigtnym (wrécimy do shiftéw w p6Zniejszej
czescel wykladu).

Liczby normalne okazuja sie¢ by¢ punktami generycznymi wzgledem miary
Lebesgue’a (dlugosé odcinkéw). Co to wlasciwie oznacza?
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-
Niech T : [0,1 — [0, 1] bedzie ciagle i A € B([0,1]), to jest A jest
wygenerowany przez zbiory otwarte.

Ustalmy n > 0 oraz rozwazmy taka miare prawdopodobienstwa:

:#{O<j<n:Tj(x)6A}

m(x,n)(A) : -

Jest to tak zwana n-ta miara empiryczna punktu = przeksztalcenia 7.
Punkt x jest generyczny dla pewnej miary prawdopodobienstwa P, gdy
m(xz,n) ,coraz” lepiej przybliza P.

Jezeli P jest dlugoscia odcinka (miara Lebesgue’a), to generyczno$é pewnego
punktu z oznacza, ze jesli na przyktad

103 103 +1
A= [ +] ,
221 221

to odsetek liczb postaci T7(z) i takich, ktére naleza do powyzszego przedziatu
bedzie tym blizszy 2%, im wiecej punktéw bedziemy rozwazaé z orbity punktu
x (zbioru {z, T(X),T*(z),...}).
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Cwiczenie

Ktére z nastepujacych ikséw sa generyczne dla T'(x) = {10 -z} w [0,1]?
Q z=
Q z=
Q=

1
5-
2
3
T
T
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Cwiczenie

Ktére z nastepujacych ikséw sa generyczne dla T'(x) = {10 -z} w [0,1]?
Q z=
Q z=

FNERSCEIE

Q=
Odpowiedzi do kolejnych punktéw:
o NIE- A=[11].
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Cwiczenie

Ktére z nastepujacych ikséw sa generyczne dla T'(x) = {10 -z} w [0,1]?
Q=
Q=
Q=

Odpowiedzi do kolejnych punktéw:

o NIE - 4= [1,1].
o NIE- A=[0,1].

FNERICINIES

]
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Cwiczenie

Ktére z nastepujacych ikséw sa generyczne dla T'(x) = {10 -z} w [0,1]?
Q z=
Q z=
Q=

FNERSCEIE

Odpowiedzi do kolejnych punktéw:
o NIE- A=[11].
o NIE- A=[0,1].
e Problem otwarty!
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Mozna rozwazy¢ specjalng klase funkcji, tak zwanych funkcji mierzalnych.
Jedli f: R — R jest funkcja o tej whasnosci, ze f~1((—o0, a)) jest zbiorem z
B(R), to funkcje f nazywamy mierzalng.

Przyktady
o Kazda funkcja ciagla jest mierzalna.

o Funkcja znaku, to jest
fR—=R, f(z) =sgn(z)

jest mierzalna. Istotnie:

0 a< -1
(—00,0) a€[-1,0)

FH (00, a]) (00,0, ael01)
R, az> 1.
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Definicja
Abstrakcyjng miare probabilistyczna p nazywamy ergodyczna wzgledem
T:X — X, gdy warunek T-1(A) = A implikuje u(A) =1 lub u(A) = 0.
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Definicja

Abstrakcyjng miare probabilistyczna p nazywamy ergodyczna wzgledem
T:X — X, gdy warunek T-1(A) = A implikuje u(A) =1 lub u(A) = 0.

Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa
Jedli f: X — R jest funkcja mierzalng i u jest ergodyczna wzgledem T, to dla
pu-prawie wszystkich x spelniony jest warunek

n—1

1 J(g)) s fe
L@ = = /. san

Jj=0

gdzie f oznacza $rednig warto$é¢ funkeji f na zbiorze X.
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Przyktad

Niech dana jest funkcja T : S' — S! dana wzorem T'(z) = ze*™ i a ¢ Q.
Miara Lebesgue’a A na okregu jest ergodyczna wzgledem odwzorowania 7.
Niech f bedzie funkcja charakterystyczna odcinka [a, b] na okregu. Wtedy z
twierdzenia ergodycznego Birkhoffa:

— ] I (x a
%Zf(T"'(x)b #0<j<n |nT( e\t =b—a.
j=0

Uwaga! (Borel, 1909)

7 twierdzenia ergodycznego wynika, ze prawie wszystkie liczby sa normalne!

V.
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Uwaga! (Borel, 1909)

Z twierdzenia ergodycznego wynika, ze prawie wszystkie liczby sa normalne!

v

Dowdd.
Ustalmy ciag w o dlugosci |w| = k. Wtedy wystarczy rozwazy¢ funkcje

1, ze€l[0,w, 0,w+10"1w,
@) ={ | )
0, wp.p.

i wziaé¢ p = X oraz T'(x) = {102}. Wtedy lewa strona twierdzenia
ergodycznego to m(z,n) = F(w,z,n), prawa za$ to 10~1*. O
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Uwaga! (Borel, 1909)

Z twierdzenia ergodycznego wynika, ze prawie wszystkie liczby sa normalne!

v

Dowdd.
Ustalmy ciag w o dlugosci |w| = k. Wtedy wystarczy rozwazy¢ funkcje

1, ze€l[0,w, 0,w+10"1w,
@) ={ | )
0, wp.p.

i wziaé¢ p = X oraz T'(x) = {102}. Wtedy lewa strona twierdzenia
ergodycznego to m(z,n) = F(w,z,n), prawa za$ to 10~1*. O

Twierdzenie (Borel, wersja silniejsza)

Prawie wszystkie liczby sa normalne jednocze$nie w bazach o podstawach 2, 3,
4

g e e
v
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Wréémy do uktadu dynamicznego (10N, o). Niech ponownie dany jest ciag
Champernowne’a

c:=0123456789101112131415161618192021 . . ..

Wtedy ciag ten posiada gesta orbite w 10N. Dla przypomnienia:
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Wréémy do uktadu dynamicznego (10N, o). Niech ponownie dany jest ciag
Champernowne’a

c:=0123456789101112131415161618192021 . . ..

Wtedy ciag ten posiada gesta orbite w 10N. Dla przypomnienia:
e orbita o(c) punktu c to zbiér {c, o(c),0?(c),3(c),.. .},

o zbiér A C 10N jest gesty, gdy kazdy punkt (ciag) z 10N jest granica
elementow ze zbioru A,

o odlegloscig ciggéw x iy w 10N jest funkcja

0, T =y,
d(z, y) { Y

27k k=min{n: x, # yn, }

o cigg (a(™),en ciagéw jest zbiezny do z, gdy d(a™,z) — 0.

Uktad dynamiczny (X, f) jest tranzytywny, jesli istnieje w nim gesta orbita.
Punkt z tej gestej orbity nazywamy wtedy tranzytywnym.
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Oznaczenia:
o 0! = 0,02 = 00,03 = 000, ...,
o (123)! =123, (123)2 = 123123, (123)3 = 123123123, .. ,
e (123)*° =123123123123123... (powtarzane nieskonczenie wiele razy).
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|
Oznaczenia:
o 0! = 0,02 = 00,03 = 000, ...,
o (123)! =123, (123)2 = 123123, (123)3 = 123123123, .. ,
e (123)*° =123123123123123... (powtarzane nieskonczenie wiele razy).

Przyktad
Niech z = (0123456789)°°. Wtedy

aM) = 01234567890°°

a® = (0123456789)%0°°
a® = (0123456789)30>
a™® = (0123456789)*0°°
a® = (0123456789)°0>

jest ciagiem zbieznym do z (dlaczego?).
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I ——.
Twierdzenie
Zbiér o(c) jest gesty w 10N, J
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Twierdzenie

Zbiér o(c) jest gesty w 10N,

Dowéd.
Dowéd pogladowy (bez szczegéléw technicznych).
o Wybieramy z € 10V
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Twierdzenie

Zbiér o(c) jest gesty w 10N,

Dowdd.
Dowéd pogladowy (bez szczegéléw technicznych).
e Wybieramy z € 10N,
e Rozwazamy blok 10 poczatkowych cyfr z z. Niech to bedzie blok w;.

7 normalnosci ¢ blok wi pojawia si¢ w pewnym miejscu ¢, powiedzmy w
miejscu k1. Sprawdzamy, ze d(o*1(c),x) = 2710,

(I
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Twierdzenie

Zbiér o(c) jest gesty w 10N,

Dowdd.
Dowéd pogladowy (bez szczegéléw technicznych).
e Wybieramy z € 10N,
e Rozwazamy blok 10 poczatkowych cyfr z z. Niech to bedzie blok w;.
7 normalnosci ¢ blok wi pojawia si¢ w pewnym miejscu ¢, powiedzmy w
miejscu k1. Sprawdzamy, ze d(o*1(c),x) = 2710,
e Rozwazamy blok 102 poczatkowych cyfr z x. Niech to bedzie blok ws.
Z normalnoéci ¢ blok wy pojawia sie w ¢ nieskonczenie wiele razy;

wybieramy miejsce2k2 takie, ze ko > 10%k;. Sprawdzamy, ze
d(o*2(c),r) = 2710,

(I
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Twierdzenie

Zbiér o(c) jest gesty w 10N,

Dowad.
Dowéd pogladowy (bez szczegéléw technicznych).
e Wybieramy z € 10N,

e Rozwazamy blok 10 poczatkowych cyfr z z. Niech to bedzie blok w;.
7 normalnosci ¢ blok wi pojawia si¢ w pewnym miejscu ¢, powiedzmy w
miejscu k1. Sprawdzamy, ze d(o*1(c),x) = 2710,

e Rozwazamy blok 102 poczatkowych cyfr z x. Niech to bedzie blok ws.
Z normalnoéci ¢ blok wy pojawia sie w ¢ nieskonczenie wiele razy;
wybieramy miejsce ko takie, ze ko > 10%k;. Sprawdzamy, ze
d(o*2(c), z) = 2710%,

e Rozwazamy blok 10° poczatkowych cyfr z z. Niech to bedzie blok ws.
Z normalnoéci ¢ blok ws pojawia si¢ w ¢ nieskonczenie wiele razy;
wybieramy miejsce k3 takie, ze k3 > 103k;. Sprawdzamy, ze
d(o*z(c), ) = 2710%,

1
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Twierdzenie

Zbiér o(c) jest gesty w 10N,

Dowdéd.

Dowéd pogladowy (bez szczegéléw technicznych).

Wybieramy = € 10N,

Rozwazamy blok 10 poczatkowych cyfr z x. Niech to bedzie blok w;.
7 normalnosci ¢ blok wi pojawia si¢ w pewnym miejscu ¢, powiedzmy w
miejscu k1. Sprawdzamy, ze d(o*1(c),x) = 2710,

Rozwazamy blok 102 poczatkowych cyfr z =. Niech to bedzie blok wy.
Z normalnoéci ¢ blok wy pojawia sie w ¢ nieskonczenie wiele razy;
wybieramy miejscezkg takie, ze ko > 10%k;. Sprawdzamy, ze
d(o*2(c),r) = 2710,

Rozwazamy blok 10% poczatkowych cyfr z 2. Niech to bedzie blok ws.
Z normalnoéci ¢ blok ws pojawia si¢ w ¢ nieskonczenie wiele razy;
wybieramy miejsce ks takie, ze ks > 103k,. Sprawdzamy, ze
d(o*s(c),xz) = 2710°,

Itd. Powstaje ciag (o (c)) elementéw z o(c) taki, ze o= (c) — .
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Twierdzenie

Niech d bedzie dowolnym ciagiem z 10" i takim, dla ktérego liczba 0, d jest
normalna. Wtedy o(d) jest gesty w 10V.

Dowod.
Analogiczny. O
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Twierdzenie

Niech d bedzie dowolnym ciagiem z 10" i takim, dla ktérego liczba 0, d jest
normalna. Wtedy o(d) jest gesty w 10V.

Dowod.
Analogiczny. O

‘Whniosek

Prawie wszystkie elementy zbioru 10 (Iub prawie wszystkie liczby w zbiorze
[0,1]) sa tranzytywne.
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Réwnowazna definicja

Liczba z jest normalna jedli jest jednonormalna (ang. simply normal) w
bazach 10,102, ..., to jest

1
lim F(d,z,n) = 3

n—-+00

dla wszystkich b = 10,107, .. ..

Przyktad

Liczba
13717421 299

1111111

jest jednonormalna w bazie 10, ale nie jest jednonormalna w bazach 102,103
idt. Ponadto nie jest réwniez normalna.
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Réwnowazna definicja

Liczba z jest normalna jedli jest jednonormalna (ang. simply normal) w
bazach 10,102, ..., to jest

1
lim F(d,z,n) = 3

n—-+00

dla wszystkich b = 10,107, .. ..

Przyktad
Liczba

13717421
iiiiiiiiji’—-07(0123456789)

jest jednonormalna w bazie 10, ale nie jest jednonormalna w bazach 102,103
idt. Ponadto nie jest réwniez normalna.
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#{1<i<n: z; =a1,...,Titk-1 = ar, 4 =1 mod k}

n

Twierdzenie
Nastepujace warunki sg réwnowazne:
@ liczba zx jest normalna w bazie b,
@ liczba z jest ,jednonnormalna w bazach b, b%, .. .,
@ istnieje stala C taka, ze dla nieskonczenie wielu ¢ oraz dla dowolnego slowa w

dtugosci nie wiekszej niz £,

lim sup Fi, (w, z,n) < C - plvl

n—-+4oo

@ jak w punkcie 3, to
limsup F(w,z,n) < C - bl

n—-+4oo
1n71
lim — 2mimbz) = il, 1916).
Q niTOOnZ:OEXP( mimb z) = 0 (Weil, 1916)
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Dwa problemy otwarte:

o Ktora z liczb 7, e, v/2 jest normalna (nie wiemy nawet, czy v/2 posiada
nieskoniczenie wiele 5-tek w rozwinieciu dziesietnym)?
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Dwa problemy otwarte:

o Ktora z liczb 7, e, v/2 jest normalna (nie wiemy nawet, czy v/2 posiada
nieskoniczenie wiele 5-tek w rozwinieciu dziesietnym)?

o Czy wszystkie niewymierne liczby algebraiczne sa normalne?
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