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Wyruszamy na pustynię



Przekraczamy granicę



idziemy dalej



i  dalej



i jeszcze dalej….
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x⁴ x³ x² x 1 x x² x³ x⁴

x⁵ x⁴ x³ x² x x² x³ x⁴ x⁵

x⁶ x⁵ x⁴ x³ x² x³ x⁴ x⁵ x⁶

x⁷ x⁶ x⁵ x⁴ x³ x⁴ x⁵ x⁶ x⁷

x⁸ x⁷ x⁶ x⁵ x⁴ x⁵ x⁶ x⁷ x⁸

x⁹ x⁸ x⁷ x⁶ x⁵ x⁶ x⁷ x⁸ x⁹

x⁹ x⁸ x⁷ x⁶ x⁷ x⁸ x⁹ x¹º

... x⁹ x⁸ x⁷ x⁸ x⁹ x¹º

... ... x⁹ x⁸ x⁹ ... ...



x⁴ x³ x² x 1 x x² x³ x⁴

x⁵ x⁴ x³ x² x x² x³ x⁴ x⁵

x⁶ x⁵ x⁴ x³ x² x³ x⁴ x⁵ x⁶

x⁷ x⁶ x⁵ x⁴ x³ x⁴ x⁵ x⁶ x⁷

x⁸ x⁷ x⁶ x⁵ x⁴ x⁵ x⁶ x⁷ x⁸

x⁹ x⁸ x⁷ x⁶ x⁵ x⁶ x⁷ x⁸ x⁹

x⁹ x⁸ x⁷ x⁶ x⁷ x⁸ x⁹ x¹º

... x⁹ x⁸ x⁷ x⁸ x⁹ x¹º

... ... x⁹ x⁸ x⁹ ... ...



Wielomian Conwaya w(x) odpowiadający  
konfiguracji końcowej zawiera wyraz wolny 1.

Jeśli x >0,  to w(x)⋝ 1.



❏     xⁿ + xⁿ⁻¹  → xⁿ ,
❏   xⁿ + xⁿ⁺¹  → xⁿ⁺²,
❏   xⁿ⁺² + xⁿ⁺¹  → xⁿ.

W dwóch pierwszych przypadkach w(x) dla  
0 <x<1 maleje. 
Pokażemy, że dla niektórych takich x 
wartość ta i w trzecim przypadku nie rośnie



 Równanie  
xⁿ⁺² + xⁿ⁺¹ = xⁿ  

jest równoważne, dla dodatnich x, równaniu
x² + x  =1,

którego jednym z pierwiastków jest odwrotność 
złotej liczby 

1/𝛗 = (-1 +√5)/2.



Zatem dla x = 1/𝛗 wartość wielomianu Conwaya nie rośnie, 
a dla konfiguracji końcowej ma wartość co najmniej 1.

Wystarczy pokazać, że wartość ta  dla każdej początkowej 
konfiguracji jest mniejsza od 1.

Obliczymy nieskończoną sumę odpowiadającą 
maksymalnej konfiguracji, gdy wszystkie pola w dolnej 
części szachownicy są zajęte. 



x⁴ x³ x² x 1 x x² x³ x⁴

x⁵ x⁴ x³ x² x x² x³ x⁴ x⁵

x⁶ x⁵ x⁴ x³ x² x³ x⁴ x⁵ x⁶

x⁷ x⁶ x⁵ x⁴ x³ x⁴ x⁵ x⁶ x⁷

x⁸ x⁷ x⁶ x⁵ x⁴ x⁵ x⁶ x⁷ x⁸

x⁹ x⁸ x⁷ x⁶ x⁵ x⁶ x⁷ x⁸ x⁹

x⁹ x⁸ x⁷ x⁶ x⁷ x⁸ x⁹ x¹º

... x⁹ x⁸ x⁷ x⁸ x⁹ x¹º

... ... x⁹ x⁸ x⁹ ... ...



x⁵ + 3x⁶ + 5x⁷ +... = x⁵(1 + 3 x + 5x² + …) =

= x⁵[(1 + x + x² + …) + 2x(1  + 2x + 3x² + …)]=

= x⁵[ 1/(1-x) +2x/(1-x)²] = x⁵· (1+x)/(1-x)².

Dla x= 1/𝛗 wartość tego wyrażenia to 
x +  x² =1.



Dla skończonej konfiguracji początkowej wartość 
tego wyrażenia będzie mniejsza od 1!!!

Nie ma szans aby dotrzeć na  pustyni  do piątego 
poziomu! 



Ciąg Fibonacciego

F₀ = F₁ = 1,
Fₙ = Fₙ₋₁ + Fₙ₋₂ , ( n ⩾ 2)

F₁ + F₂ + …+ Fₙ = Fₙ₊₂ - 2, ( n ⩾ 1).

Z Fibonaccim...



Fₙ₊
ₙ

⋮

... Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₃ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ ... F₁

⋱ ⋮ ⋰

F₁



Niech teraz  W₀ będzie suma liczb Fibonacciego 
odpowiadającą początkowej konfiguracji na planszy 
a Wₙ taką sumą po j ruchach.
Zauważmy, że   

  W₀ ⪖ W₂ ⪖  W₃  ⪖ ...



  Suma  Sₙ wszystkich liczb Fibonacciego dla 
konfiguracji początkowej dla ustalonego n

Sₙ = Fₙ₊₅ -4n -8  < Fₙ₊₅.

Czyli mamy kolejny dowód, że nie możemy osiągnąć 
poziomu 5.



2, 4, 8, 20  “żołnierzy” to liczności 
minimalnych armii pozwalające osiągnąć 
poziomy, odpowiednio 1, 2, 3, 4. 
Przypadek 1 jest oczywisty. 

Minimalne armie



Fₙ₊
ₙ

⋮

... Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₃ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ ... F₁

⋱ ⋮ ⋰

F₁



W ₀ = Fₙ +  2 Fₙ₋₁ = Fₙ₊₁ + Fₙ₋₁ < Fₙ₊₂.

⋮

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ ... F₁

⋱ ⋮ ⋰

F₁



W ₀ = Fₙ +  3 Fₙ₋₁ +3Fₙ₋₂ = Fₙ₊₁ + 2Fₙ₋₁+3Fₙ₋₂ = 
= Fₙ₊₁ + 2Fₙ+Fₙ₋₂ =Fₙ₊₂ + Fₙ+Fₙ₋₂ < Fₙ₊₂+Fₙ₊₁ 

=Fₙ₊₃.

... Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₃ Fₙ₊
₂

Fₙ₊₁ Fₙ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊
₁

Fₙ Fₙ₋₁ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₋
₁

Fₙ₋₂ ... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ₋
₂

... F₁

F₁ ... Fₙ₋₂ ... F₁

⋱ ⋮ ⋰

F₁



     dla n =5,      W₀ = 54 <55 = F₉.

Fₙ₊₄

... Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₃ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ₊₂ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

... Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₊₁ Fₙ Fₙ₋₁ ...

Fₙ₋₃ Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ Fₙ₋₃ Fₙ₋₄

Fₙ₋₃ Fₙ₋₂ Fₙ₋₁ Fₙ₋₂ Fₙ₋₃ Fₙ₋₄

Fₙ₋₃ Fₙ₋₂ Fₙ₋₃

⋱ Fₙ₋₃ ⋰

⋮



Maxim Kontsevich



Uwalnianie klonów



Uwalnianie klonów



Sumy
plansza = 4

więzienie  = 2

        = 2

1/64

1/32 1/64

1/16 1/32 1/64

1/8 1/16 1/32 1/64

1/4 1/8 1/16 1/32 1/64

1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64

1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 ...

 



Wolność dla klona





1/64

1/32 1/64

1/16 1/32 1/64

1/8 1/16 1/32 1/64

1/4 1/8 1/16 1/32 1/64

1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64

1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 ...



więzienie = 2 ¾
plansza  = 4
    ◻=1 ¼
Start  =1

1 < 1 ¼   ???





Zawsze dokładnie 
jeden klon jest na 
linii granicznej



Zawsze dokładnie 
jeden klon jest na 
linii granicznej.



więzienie = 2 ¾
plansza  = 4
    ◻=1 ¼- ¼ = 1
 start  =1

1/8

1/8



Pytania

ₙ Jakie są minimalne k-komórkowe więzienia  z 
których nie można uciec?

ₙ Jak sprawdzić, czy z danego więzienia nie da sie 
uciec?
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Dziękuję za uwagę




