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Motywacja motywatora (B.B., LIX SMP, luty 2019, poniedziatek, 9:00-9:45)

Zadanie 11, zawody | stopnia L Olimpiady Matematyczne;j

W urnie znajduja sie dwie kule: biata i czarna.

Ponadto mamy do dyspozycji 50 kul biatych i 50 czarnych.
Wykonujemy 50 razy nastepujaca czynnosc:

losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do urny
oraz doktadamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula.
Po zakonczeniu tych czynnosci mamy wiec w urnie 52 kule.

Jaka liczba kul biatych znajdujacych sie w urnie jest najbardziej
prawdopodobna?
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Po zakonczeniu tych czynnosci mamy wiec w urnie 52 kule.

Jaka liczba kul biatych znajdujacych sie w urnie jest najbardziej
prawdopodobna?

Bardziej interesujace pytanie

Zatézmy, ze mamy nieskonczenie wiele dodatkowych kul i podana
w tresci zadania czynno$¢ wykonujemy n razy. Jaki jest graniczny rozktad
proporcji kul biatych w urnie, gdy n — oo?
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prawdopodobna?

Bardziej interesujace pytanie

Zatézmy, ze mamy nieskonczenie wiele dodatkowych kul i podana
w tresci zadania czynno$¢ wykonujemy n razy. Jaki jest graniczny rozktad
proporcji kul biatych w urnie, gdy n — oo?

Jak zmieni sie odpowiedz, gdy zamiast z jedna kula biata i jedng czarna
zaczniemy z b kulami biatymi i ¢ czarnymi?
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Motywacja motywatora (B.B., LIX SMP, luty 2019, poniedziatek, 9:00-9:45)

Zadanie 11, zawody | stopnia L Olimpiady Matematyczne;j

W urnie znajduja sie dwie kule: biata i czarna.

Ponadto mamy do dyspozycji 50 kul biatych i 50 czarnych.
Wykonujemy 50 razy nastepujaca czynnosc:

losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do urny
oraz doktadamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula.
Po zakonczeniu tych czynnosci mamy wiec w urnie 52 kule.

Jaka liczba kul biatych znajdujacych sie w urnie jest najbardziej
prawdopodobna?

Bardziej interesujace pytanie

Zatézmy, ze mamy nieskonczenie wiele dodatkowych kul i podana
w tresci zadania czynno$¢ wykonujemy n razy. Jaki jest graniczny rozktad
proporcji kul biatych w urnie, gdy n — oo?

Jak zmieni sie odpowiedz, gdy zamiast z jedna kula biata i jedng czarna
zaczniemy z b kulami biatymi i ¢ czarnymi? A jesli koloréw bedzie wiecej?

Schemat urnowy Pélya’i
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Rozktad wyktadniczy £(3)

B > 0 — parametr

Ogon rozkfadu

F(x)=1-F(x)=P(X >x) = e P
dlax>0

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja Skalowanie
EX:% D2X = Jesli X ~ E(B) ia>0, toaX ~E(B/a).

R

Whasnosé braku pamieci

Jesli X ~ E(B)is,t>0,to P(X >s+tlX >s)=P(X >t).
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Rozktad wyktadniczy £(3)

B > 0 — parametr

Ogon rozktadu 1 .
F(x)=1—F(x) = P(X > x) = e
dlax>0

Wtasnos¢ braku pamieci

Jesli X ~ E(B) is,t>0,to P(X >s+tX >s)=P(X >t).

Minimum niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym

Jesli Xq,..., X, s3 niezalezne i X; ~ E(B;) dlai=1,....n, to
min(Xy,..., X,) ~ E(BL + -+ + Bn).

Dowoéd:

Dla x > 0 mamy

P(min(X1,...,Xp) >x)=P(X1 > x,..., X, >x) =
=P(Xy>x)- - P(Xy>x) = e Prx. ... e B = o= (Brttf)x



Rozktad geometryczny Geom(p)

p € (0,1] — parametr
Jesli wykonujemy nieskoriczony ciag préb Bernoulliego (z prawdopodobienstwem
sukcesu p), to liczba porazek przed pierwszym sukcesem ma rozktad Geom(p).

Funkcja prawdopodobienstwa ° P(X = k) = p(K)
_ p)k. — ° P(XeB) =S pk)
(k) = (1—p)-p k=0,1,... . 2
0 W p.p. ° &
[ ] ® o
o ® o o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ogon rozktadu .

F(k) =1-F(k) = P(X > k) = (1—p)k+1 ]
P(X>k)=(1-p)<dlak=0,1,... -

01 2 3 45 6 7 8 910

Wartos¢ oczekiwana i wariancja
EX=%e=1_1 D2X = 1P

p P p?
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Rozktad geometryczny Geom(p)

p € (0,1] — parametr
Jesli wykonujemy nieskoriczony ciag préb Bernoulliego (z prawdopodobienstwem
sukcesu p), to liczba porazek przed pierwszym sukcesem ma rozktad Geom(p).

Ogon rozktadu |

F(k) = 1-F(k) = P(X > k) = (1—p)** | | —
P(X>k)=(1—p)<dlak=0,1,... L

01 2 3 45 6 7 8 910

Wtasnos¢ braku pamieci
Jesli X ~ Geom(p), i,j € {0,1,...}, to P(X > i+j|X >1i)=P(X > ).

Jeden ze zwiazkéw rozktadu geometrycznego z rozktadem wyktadniczym

Jesli X1, X5 ... oraz my, mp,--- > 0 s3 takie,
ze X, ~ Geom(p,), m, — oo, p, — 0 oraz m, - p, — S,
to dla duzych n zmienna losowa 22 ma rozkfad bliski £(53).

Dowéd: P(ﬁ—"ﬂ > x) = P(X, > |[mpx])=(1- p,,)L’”"XH'1 — e hx,
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Rozkfad gamma I'(«, )

a, 8 > 0 — parametry
Rozktad wyktadniczy, to szczegdlny przypadek rozktadu gamma £(3) =T (1, 3)

0

0 B

Skalowanie
Jesli X ~ (e, 8), a> 0, to aX ~ ['(a, 5/ a).

Suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie gamma

Jesli X1,..., X, sa niezalezne i X; ~(«a;,B) dlai=1,...,n, to
Xp+---+Xp~T(on +--- + ap, B).

W szczegdlnosci, jesli Xi, ..., X, ~ E(B) sa niezalezne, to
X144+ X, ~T(nB).
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Rozktad beta B(aq, ap)

a1, ap > 0 — parametry
Jesli Xy ~ (a1, 8), Xa ~ (a2, 5) sa niezalezne, to X]_)ilXZ ~ B(ay, az)
(oraz xl)ffxz ~ B(az, aq)).

M, ay;—1 o an—1
f(x)‘{r(%l)r(cfz) x1 (1= X)X €(0,1)

0 X¢(071)

P(X € B)= / f(x)dx Rozktad jednostajny na [0,1] to B(1,1)
B

— (651 2 _ [ 2R PS
EX = aztoz DX = (a1+az)?(az+ax+1)
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Wracamy do zadania

Zadanie z przerébkami

W urnie znajduje sie b kul biatych i ¢ czarnych.

Wykonujemy n razy nastepujaca czynnosc¢:

losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do urny
oraz doktadamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula.
Jaki jest graniczny rozktad proporcji kul biatych w urnie, gdy n — oo?

Niech
By — liczba kul biatych w urnie po k kolejkach
Ck — liczba kul czarnych w urnie po k kolejkach

(Bk)k=0,1,.... (Ck)k=0.1,... to procesy stochastyczne (z czasem dyskretnym)
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Wracamy do zadania

Zadanie z przerébkami

W urnie znajduje sie b kul biatych i ¢ czarnych.

Wykonujemy n razy nastepujaca czynnosc¢:

losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do urny
oraz doktadamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula.
Jaki jest graniczny rozktad proporcji kul biatych w urnie, gdy n — oo?

Niech
By — liczba kul biatych w urnie po k kolejkach
Ck — liczba kul czarnych w urnie po k kolejkach

(Bk)k=0,1,.... (Ck)k=0.1,... to procesy stochastyczne (z czasem dyskretnym)
Niezmiennik: By + C, —k=b+ ¢

By i Ck nie s3 niezalezne
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!

Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0

Drugie losowanie wykonamy w chwili T, przy czym po pierwszym losowaniu
odczekamy losowy czas To — Ty ~ E((b + ¢ + 1)), niezalezny od T;.
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0

Drugie losowanie wykonamy w chwili T, przy czym po pierwszym losowaniu
odczekamy losowy czas To — Ty ~ E((b + ¢ + 1)), niezalezny od T;.

Trzecie losowanie wykonamy w chwili T3, przy czym po drugim losowaniu
odczekamy losowy czas T3 — T> ~ E((b+ ¢ + 2)f), niezalezny od Ti, T>.
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0
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Trzecie losowanie wykonamy w chwili T3, przy czym po drugim losowaniu
odczekamy losowy czas T3 — T> ~ E((b+ ¢ + 2)f), niezalezny od Ti, T>.

k-te losowanie wykonamy w chwili Tk, przy czym po k — 1-szym losowaniu
odczekamy losowy czas Ty — Tk—1 ~ E((b+ ¢ + k — 1)), niezalezny od
Te,oo Ther
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0

Drugie losowanie wykonamy w chwili T, przy czym po pierwszym losowaniu
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Trzecie losowanie wykonamy w chwili T3, przy czym po drugim losowaniu
odczekamy losowy czas T3 — T> ~ E((b+ ¢ + 2)f), niezalezny od Ti, T>.

k-te losowanie wykonamy w chwili Tk, przy czym po k — 1-szym losowaniu
odczekamy losowy czas Ty — Tk—1 ~ E((b+ ¢ + k — 1)), niezalezny od
Te, .o, Tet.

Niech N, bedzie liczba losowan do chwili t > 0

Co sie zmienito?

Byto Jest
(Bk)k=o0.1,... liczba kul biatych (Bn,)e>0
(C)k=0,1,... liczba kul czarnych (Cny)exo

czas dyskretny k =0,1,... czas czas ciagly t > 0
B+ Cc— k fajny niezmiennik juz go nie ma

| na co nam ta cata zmiana?
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Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0

Drugie losowanie wykonamy w chwili T, przy czym po pierwszym losowaniu
odczekamy losowy czas To — Ty ~ E((b + ¢ + 1)), niezalezny od T;.

Trzecie losowanie wykonamy w chwili T3, przy czym po drugim losowaniu
odczekamy losowy czas T3 — T> ~ E((b+ ¢ + 2)f), niezalezny od Ti, T>.

k-te losowanie wykonamy w chwili Tk, przy czym po k — 1-szym losowaniu
odczekamy losowy czas Ty — Tk—1 ~ E((b+ ¢ + k — 1)), niezalezny od
Te, .o, Tet.

Niech N, bedzie liczba losowan do chwili t > 0

Co sie zmienito?

Byto Jest
(Bk)k=o0.1,... liczba kul biatych (Bn,)e>0
(C)k=0,1,... liczba kul czarnych (Cny)exo

czas dyskretny k =0,1,... czas czas ciagly t > 0
B+ Cc— k fajny niezmiennik juz go nie ma

| na co nam ta cata zmiana?

Andrzej Komisarski Nieoczekiwane konsekwencje zmiany czasu



Zmieniamy czas na losowy

Nie bedziemy losowa¢ kul w chwilach 1,2,..., lecz w chwilach losowych!
Pierwsze losowanie wykonamy w chwili Ty ~ E((b+¢)B). B>0

Drugie losowanie wykonamy w chwili T, przy czym po pierwszym losowaniu
odczekamy losowy czas To — Ty ~ E((b + ¢ + 1)), niezalezny od T;.

Trzecie losowanie wykonamy w chwili T3, przy czym po drugim losowaniu
odczekamy losowy czas T3 — T> ~ E((b+ ¢ + 2)f), niezalezny od Ti, T>.

k-te losowanie wykonamy w chwili Tk, przy czym po k — 1-szym losowaniu
odczekamy losowy czas Ty — Tk—1 ~ E((b+ ¢ + k — 1)), niezalezny od
Te, .o, Tet.

Niech N, bedzie liczba losowan do chwili t > 0

Co sie zmienito?

Byto Jest
(Bk)kzo,l,m |iczba kul bia’rych (BNt)tZO
(C)k=0,1,... liczba kul czarnych (Cny)exo
czas dyskretny k =0,1,... czas czas ciagly t > 0
B+ Cc— k fajny niezmiennik juz go nie ma
| na co nam ta cata zmiana? By, i Cp, sa niezaleznel!ll
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Tego nie byfo na slajdach

Teraz méwitem o tym, Ze nasze losowanie kul z doktadaniem w losowych
chwilach jest réwnowazne nastepujacemu procesowi:

zamiast b kul biatych i ¢ czarnych mamy b bakterii biatych i ¢ czarnych.
Bakterie rozmnazaja sie przez podziat, przy czym dziela sie niezaleznie i czasy
oczekiwania kazdej z nich (oraz ich potomkéw) na podziat sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie £(3).

Wynika stad zaréwno to, ze dla kazdego t > 0 zmienne losowe By, i Cy, sa
niezalezne, jak i to, Ze do petnego zanalizowania problemu wystarczy rozwazyé¢
rozwdj populacji pochodzacej od pojedynczej bakterii.

Oprécz tego pokazatem dwie symulacje komputerowe procesu wzrostu liczby
kul w urnie: z czasem oryginalnym i z czasem zmieniajacym sie losowo.

Andrzej Komisarski Nieoczekiwane konsekwencje zmiany czasu



Jak sie mnozy jedna kula?

Niech X; ~ £(8), Xa ~ £(28), ..., Xk ~ E(kP), ... — niezalezne
Ti=X;

To=X1+X2

. Ty, T>,... to momenty kolejnych podziatéw
Te= Zf:l Xi

N; — liczba podziatéw do chwili t > 0
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Jak sie mnozy jedna kula?

Niech X; ~ £(8), Xa ~ £(28), ..., Xk ~ E(kP), ... — niezalezne
Ti=X;

To=X1+X2

. Ty, T>,... to momenty kolejnych podziatéw
Te= Zf:l Xi

N; — liczba podziatéw do chwili t > 0

Rozktad liczby podziatéw
N; ~ Geom(e=Pt)
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Jak sie mnozy jedna kula?

Niech X; ~ £(8), Xa ~ £(28), ..., Xk ~ E(kP), ... — niezalezne
Ti=X;

To=X1+X2

. Ty, T>,... to momenty kolejnych podziatéw
Te= Zf:l Xi

N; — liczba podziatéw do chwili t > 0

Rozktad liczby podziatéw
N; ~ Geom(e=Pt)

Dowéd: P(N; > k) = P(Tx < t) = P(XF, X; < t) =

Zf:l Xi ~ max(Yi,..., Yk), gdzie Y1,..., Yk ~ E(B) sa niezalezne.

= P(max(Y1,..., Vi) < t) = P(Yy < t)...P(Yi < t) = (1 — e Ft)k
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Jak sie mnozy jedna kula?

Zatem po czasie t z jednej kuli robi sie Ny +1
N, ~ Geom(e~P*), a wiec tla duzych t rozkfad Z i rozktad 2ft sg
bliskie £(1)
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Tego nie byfo na slajdach

Teraz, opierajac sie na wtasnosciach rozktadéw gamma i beta, dokoriczytem
rachunek pokazujacy, ze szukany graniczny rozktad proporcji kul biatych to

rozktad beta B(b, c).
Nastepnie, juz po czasie, przedstawifem dwa komentarze (tutaj w zmienionej
formie, oryginalnie byty w formie rysunkow):

Pierwszy komentarz dotyczyt dowolnej skoriczonej liczby koloréw (moze ich by¢
wiecej niz dwa) i zwigzku otrzymanego wyniku ze statystykami pozycyjnymi

z préby z rozktadu jednostajnego na przedziale [0,1]. W przyktadzie uzytem
trzech koloréw: na poczatku mamy b kul biatych, ¢ czerwonych i n niebieskich.
Rozktad graniczny (gdy t — oo) wektora (proporcja liczby kul biatych,
proporcja liczby kul czarnych, proporcja liczby kul niebieskich) jest taki sam,
Jak rozktad wektora (X(p) — 0, X(p+c) — X(b), 1 — X(p+c)), gdzie

Xay; X2)s - - - » X(b+ctn—1) to posortowane od najmniejszej do najwiekszej
wartosci X1, Xz, ..., Xp+ctn—1 wylosowane niezaleznie z przedziatu [0, 1]
zgodnie z rozktadem jednostajnym.
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Tego nie byfo na slajdach

Drugi komentarz dotyczyt poréwnania dwéch eksperymentow statystycznych.

W pierwszym hodowalismy przez czas T pojedyncza bakterie, ktérej czas do
podziatu miat rozktad wykfadniczy £(3). Notowalismy czasy kolejnych
podziatéw i rysowalismy ,drzewo genealogiczne” powstajacej kolonii bakterii.

W drugim, zapalalismy zaréwke, ktdrej czas zycia miat rozkfad £(3)

i czekalismy, az sie spali. Jesli spalita sie przed czasem T, to notowalismy czas,
bralismy kolejna Zaréwke i prébe powtarzalismy. Eksperyment przerywalismy,
gdy ktéras zaréwka nie spalita sie przez czas T.

Okazuje sie, ze eksperymenty te sa statystycznie réwnowazne, to znaczy da sie
wyniki dowolnego z nich przeksztafci¢ w taki sposéb, Ze statystyk widzac
przeksztatcone wyniki jednego eksperymentu i oryginalne wyniki drugiego z nich
nie jest w stanie rozrézni¢ pochodzenia tych wynikéw (ze wzgledu na ich
identyczny rozktfad prawdopodobienstwa). W naszym przypadku to
przeksztatcenie polega na odpowiednim pocieciu (lub sklejeniu) drzewa
genealogicznego kolonii bakterii i na kolejnej zmianie czasu — tym razem trzeba
pusci¢ czas ,od tytu”.
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