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Funkcje boolowskie

f : {0,1}n → {0,1}

I ANDn

ANDn(x) = ANDn(x1 . . . xn) = x1 ∧ · · · ∧ xn
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ORn(x) = ORn(x1 . . . xn) = x1 ∨ · · · ∨ xn

I XORn

XORn(x) = XORn(x1 . . . xn) = x1 ⊕ · · · ⊕ xn
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Złożoność funkcji boolowskich

Jak czuła na zmianę pojedynczego bitu jest funkcja boolowska?

Czy zmieniając jeden bit wejścia, mogę zmienić wartość funkcji?
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Hipoteza o czułości

Nisan-Szegedy (1992)
Istnieje taka stała C > 0, że dla dowolnej funkcji f mamy

bs(f) ≤ s(f)C



Dlaczego to jest ważne?

Wielomianowa zależność miar złożoności
Dwie miary złożoności s1 i s2 są wielomianowo zależne, jeżeli
istnieją takie stałe C1, C2 > 0, że

s1(f)C1 ≤ s2(f) ≤ s1(f)C2

dla dowolnej funkcji f .

Hipoteza o czułości
Czułość i czułość blokowa są wielomianowo zależne.
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Degree

Approximate degree

Randomized query complexity

Quantum query complexity

Wielomianowo zależne!



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1 Q2 Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1

Q2 Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1

Q2 Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1

Q2 Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1 Q2

Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1 Q2

Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.

0 1

10 11

00 01

010 011

000 001

110 111

100 101

Q1 Q2

Q3



Problem równoważny

n-wymiarowa hiperkostka Qn

I Graf o 2n wierzchołkach ze zbioru {0,1}n.

I Dwa wierzchołki są połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy,
gdy różnią się na dokładnie jednej współrzędnej.
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Problem równoważny
Hipoteza o czułości (Nisan-Szegedy, 1992)
Istnieje taka stała C > 0, że dla dowolnej funkcji f mamy

bs(f) ≤ s(f)C

Gotsman-Linial (1992)
Niech H będzie podgrafem grafu Qn o 2n−1 + 1 wierzchołkach.
Jeżeli istnieje stała C > 0 (niezależna od n i H), dla której

∆(H) ≥ nC ,

to hipoteza o czułości jest prawdziwa.

∆(H) := max
v∈V (H)

deg v
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Rozstrzygnięcie

Hao Huang (2019)
Jeżeli H jest podgrafem Qn o 2n−1 + 1 wierzchołkach, to

∆(H) ≥
√
n.



Dowód

Fakt 1
Dla dowolnego grafu prostego G mamy

∆(G) ≥ λ1,

gdzie λ1 jest największą wartością własną macierzy sąsiedztwa AG.

Dowód. Niech v będzie wektorem własnym odpowiadającym
wartości własnej λ1. Załóżmy, że największą (co do wartości
bezwzględnej) współrzędną v jest vi. Wtedy

|λ1vi| = |(AGv)i| =
∣∣∣∣∣ ∑
j jest sąsiadem i

vj

∣∣∣∣∣ ≤ ∆(G)|vi|.
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Macierz sąsiedztwa grafu Qn

A1 =
(

0 1
1 0

)
A1 ∼ Q1

An =
(
An−1 I2n−1

I2n−1 An−1

)
An ∼ Qn

Nie potrafimy szacować wartości własnych podmacierzy An!
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Dowód

A2
n = nI2n

Wniosek
Dla wartości własnej λ i wektora własnego v mamy

nv = A2
nv = AnAnv = λAnv = λ2v,

czyli
λ =
√
n lub λ = −

√
n.

Ponieważ
Tr(An) = 0,

to dokładnie połowa (2n−1) wartości własnych macierzy An jest
równa

√
n, a druga połowa jest równa −

√
n.
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Dowód
I Rozważmy podmacierz AH macierzy An odpowiadającą H.

Ponieważ AH jest macierzą symetryczną, to

|λ1| = ‖AH‖ = sup
‖v‖=1

‖AHv‖ = sup
‖vH‖=1

‖AnvH‖,

gdzie vH jest wektorem, który „poza H” ma współrzędne
równe 0.

I Podprzestrzeń generowana przez wektory własne An

odpowiadające wartości własnej
√
n jest wymiaru 2n−1,

a podprzestrzeń wektorów vH jest wymiaru 2n−1 + 1.
I Muszą mieć zatem niezerowy wspólny element v0.
I Wtedy jednak, przyjmując ‖v0‖ = 1, mamy

|λ1| ≥ ‖Anv0‖ =
√
n‖v0‖ =

√
n.

I Ostatecznie
∆(H) ≥

√
n.
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Dziękuję za uwagę.


