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Funkcje boolowskie
f:{0,1}" = {0,1}
» AND,

AND, (z) = AND,(z1...2p) =21 A -+ Ay
» OR,
OR,(z) =OR,(x1...2p) =21 V-V,
> XOR,

XORn(x) = XORn(l‘l .. xn) =21 D - D,
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Jak czuta na zmiane pojedynczego bitu jest funkcja boolowska?

Czy zmieniajac jeden bit wejécia, moge zmieni¢ wartos¢ funkgji?
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» AND3(100) =0 o~ nieczuta

> AND3(110) =0 o czuta na ostatni bit

» AND3(111)=1 “n czuta na wszystkie bity
> OR;(110) =1

» OR;(100) = 1

> OR;3(000) =1
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Ztozonos¢ funkcji boolowskich

» AND;(100) = 0
> AND3(110) = 0
> AND;(111) =1
> OR3(110) =1
» OR3(100) =1
> OR;3(000) =1

> XOR3(101) =0

nieczuta
czuta na ostatni bit

czuta na wszystkie bity

czuta na wszystkie bity
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Ztozonos¢ funkcji boolowskich

» s(AND,) =s(OR,) =s(XOR,) =n

> £(00) = £(10) = 0, £(01) = f(11) = 1
S(f) = 1

Intuicje

» Im nizsza czuto$¢, tym funkcja jest bardziej , gtadka”.

» Im wyzsza czuto$¢, tym funkcja jest bardziej ,,ztozona".
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Lokalna czuto$¢ blokowa

maksymalna liczba parami roztacznych podzbioréw
Bi1,Bs,...,Br C {1,2,...,n},
na ktére czuta jest funkcja przy danym wejsciu, to znaczy
f(x) # f(zB), i=1,2,... k.
Czutosé blokowa

maksimum lokalnych czutosci blokowych

bs(/) = maxbs(,2)
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Ztozonos¢ funkcji boolowskich

Pytanie
O ile wieksza moze by¢ czutos¢ blokowa od czutosci?
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Wielomianowa zalezno$¢ miar ztozonosci
Dwie miary ztozono$ci s1 i so s3 wielomianowo zalezne, jezeli
istniejg takie state C1,Co > 0, ze

s1(f)9" < s2(f) < s1(f)

dla dowolnej funkcji f.

Hipoteza o czufosci
Czutos¢ i czutoé¢ blokowa sg wielomianowo zalezne.
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Dlaczego to jest wazne?

Czutoéé

Czutos¢ blokowa
Decision tree complexity
Certificate complexity
Degree Wielomianowo zalezne!

Approximate degree

Randomized query complexity

Quantum query complexity
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Problem réwnowazny

n-wymiarowa hiperkostka Q)"
» Graf o 2" wierzchotkach ze zbioru {0, 1}".

> Dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy,
gdy rbznia sie na doktadnie jednej wspdtrzednej.

110 111
10 11 016// 01f//

100 101
0 1 00 01 000 oof//
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Gotsman-Linial (1992)
Niech H bedzie podgrafem grafu Q™ o 2"~! ++ 1 wierzchotkach.
Jezeli istnieje stata C' > 0 (niezalezna od n i H), dla ktoérej

A(H) > n®,

to hipoteza o czutosci jest prawdziwa.
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Hipoteza o czutosci (Nisan-Szegedy, 1992)
Istnieje taka stata C' > 0, ze dla dowolnej funkcji f mamy

bs(f) < s(f)©

Gotsman-Linial (1992)
Niech H bedzie podgrafem grafu Q™ o 2"~! ++ 1 wierzchotkach.
Jezeli istnieje stata C' > 0 (niezalezna od n i H), dla ktoérej

A(H) > n®,

to hipoteza o czutosci jest prawdziwa.

A(H) = vg/z%)l({) deg v



Rozstrzygniecie

Hao Huang (2019)
Jezeli H jest podgrafem Q™ o 2"~ ! + 1 wierzchotkach, to

A(H) > v/n.
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Fakt 1

Dla dowolnego grafu prostego G mamy
A(G) > N\,

gdzie A1 jest najwieksza wartoscig wtasna macierzy sasiedztwa Ag.

Dowdd. Niech v bedzie wektorem wtasnym odpowiadajacym
wartosci wtasnej A;. Zatézmy, ze najwigksza (co do wartosci
bezwzglednej) wspdtrzedna v jest v;. Wtedy

|A1vi| = [(Agv)i| = < A(G)]vil-

. v

J jest sasiadem ¢
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Macierz sagsiedztwa grafu Q"

A = (0 1) A~ Q!

An_l _[27171
Ap = Ay ~ Qn
IQn—l An_l



Macierz sasiedztwa grafu Q"

01
Ay = (1 0) A~ Q'
Ap_1 Ione
An=< b ) A~ Q"
I2n—1 ATL—].

Nie potrafimy szacowa¢ wartosci wtasnych podmacierzy A,!
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Dowéd

Fakt 1’
Dla dowolnego grafu prostego G mamy

A(G) Z >\17

gdzie A\ jest najwiekszg wartoscig wtasng macierzy sasiedztwa Ag,
w ktérej by¢ moze pewne 1 zamieniono na —1.
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Anfl Ianl n
A, = Ap ~ Q
Ianl An_l
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0 1 1

= A ~

A <1 0) 1~ @
Ap—1 Ion-

A= An~ Q"
Ianl _A47,71
Mamy A? = I, oraz
o A2 4 Iy 0
no 0 Aifl + IQn—l

- Ai = nlon
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Dowéd

A?l = nIzn




Dowad

A?E = nIzn

Poniewaz
Tr(A,) =0,

to doktadnie potowa (2"~!) wartoéci wtasnych macierzy A, jest
réwna y/n, a druga potowa jest rébwna —/n.
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» Rozwazmy podmacierz Ay macierzy A, odpowiadajaca H.
Poniewaz A jest macierza symetryczna, to

M| = [[Arll = sup [[Agv| = sup [|Apval,

[[vll=1 [vell=1

gdzie vy jest wektorem, ktéry ,,poza H" ma wspdtrzedne
réwne 0.

» Podprzestrzen generowana przez wektory wtasne A,
odpowiadajace wartoéci wtasnej /n jest wymiaru 271,
a podprzestrzen wektoréw vy jest wymiaru 2771 + 1.
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» Wtedy jednak, przyjmujac |[vg]| = 1, mamy

IA1] > [[Anvo|| = Vvl = vn.



Dowéd

>

Rozwazmy podmacierz Ay macierzy A,, odpowiadajaca H.
Poniewaz A jest macierza symetryczna, to

M| = [[Arll = sup [[Agv| = sup [|Apval,

[[vll=1 [vell=1

gdzie vy jest wektorem, ktéry ,,poza H" ma wspdtrzedne
réwne 0.

Podprzestrzen generowana przez wektory wtasne A,
odpowiadajace wartoéci wtasnej /n jest wymiaru 271,
a podprzestrzen wektoréw vy jest wymiaru 2771 + 1.

Musza mieé zatem niezerowy wspdlny element vy.

Wstedy jednak, przyjmujac ||vo|| = 1, mamy
M| > [[Apvoll = Vallvoll = vn.

Ostatecznie

A(H) > v/n.
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