Czy to tylko sztuczka, czy to juz metoda?

Adam Bobrowski

Politechnika Lubelska

Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20 1/26



Wstep

Adam Feliks Bielecki i Jan Maria Kisynski

Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20 2 /26



Czyta¢ dowody miedzy wierszami ...

George (Gyorgy) Pdlya
In order to solve a differential equation you look at it till a solution
occurs to you
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Czyta¢ dowody miedzy wierszami ...

George (Gyorgy) Pdlya
In order to solve a differential equation you look at it till a solution
occurs to you

Trzy rozdziaty.
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Zasada Banacha

(X, d)-przestrzen metryczna zupetna:

Jesli dla odwzorowania T : X — X mozna tak
dobra¢ q € [0,1), ze

d(Tx, Ty) < qd(x,y), x,y€X,

to istnieje doktadnie jeden taki x* € X, ze
Tx* = x*. Co wiecej, dla dowolnego x € X,
X* = limp_o T"X.
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(X, d)-przestrzen metryczna zupetna:

Jesli dla odwzorowania T : X — X mozna tak
dobra¢ q € [0,1), ze

d(Tx, Ty) < qd(x,y), x,y€X,

to istnieje doktadnie jeden taki x* € X, ze
Tx* = x*. Co wiecej, dla dowolnego x € X,
X* = limp_o T"X.

X — przestrzen Banacha, d(x,y) = ||x — y||.
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Krétki kurs analizy funkcjonalne;

@ Co to jest tensor?
@ Co to jest funkcja ciggta?
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Krétki kurs analizy funkcjonalne;

@ Co to jest tensor?
@ Co to jest funkcja ciggta?

o ,Jasiu, jako mdj uczen ksztatcisz sie u mie na nauce. Co to jest
moj chtopcze?”
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Krétki kurs analizy funkcjonalne;

Co to jest tensor?

(]

Co to jest funkcja ciggta?

»Jasiu, jako méj uczen ksztatcisz sie u mie na nauce. Co to jest
moj chtopcze?”

Przestrzen funkgji ciggtych jest zupetna.
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~ twierdzenie Picarda

Dane u € R"” oraz f : R” — R", globalnie lipschitzowska:

\f(u) — f(v)| < Llu—v|.
Problem: istnienie i jedyno$¢ rozwigzan réwnania (ukt. réwnan)

dx_

T f(x(t)),t > to x(tp) = u.
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~ twierdzenie Picarda, c.d.

@ h> 0, X — przestrzen Clty, ty + h|, funkcji ciagtych (o
wartosciach w R") na przedziale [to, to + h] z norma maximum.
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@ h> 0, X — przestrzen Clty, ty + h|, funkcji ciagtych (o
wartosciach w R") na przedziale [to, to + h] z norma maximum.
@ Operator X 3 x — Tx € X,

(T)(E) = u+ [ Fx(s)ds, € [to, to+ H].

to
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~ twierdzenie Picarda, c.d.

@ h> 0, X — przestrzen Clty, ty + h|, funkcji ciagtych (o
wartosciach w R") na przedziale [to, to + h] z norma maximum.
@ Operator X 3 x — Tx € X,

(T)(E) = u+ [ Fx(s)ds, € [to, to+ H].

to

o Liczymy

Ix—Ty| = ma
ITx = Ty x|

[ s ds = [ f(y(s)) ds

to to
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~ twierdzenie Picarda, c.d.

@ h> 0, X — przestrzen Clty, ty + h|, funkcji ciagtych (o
wartosciach w R") na przedziale [to, to + h] z norma maximum.
@ Operator X 3 x — Tx € X,

(T)(E) = u+ [ Fx(s)ds, € [to, to+ H].

to

o Liczymy
t t
1 Tx — Ty| = te[?g’;tlox%] /to f(x(s))ds — /to f(y(s))ds
t
te[r;?,atgih] to[ (X(S)) ()/(5))] as
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@ h> 0, X — przestrzen Clty, ty + h|, funkcji ciagtych (o
wartosciach w R") na przedziale [to, to + h] z norma maximum.
@ Operator X 3 x — Tx € X,

t

(Tx)(t) =u+ [ Ff(x(s))ds, t€[to,to+h].

to

o Liczymy
t t
1 Tx — Ty| = te[?g’;tlox%] /to f(x(s))ds — /to f(y(s))ds
t
te[r;?,atox+h] to[ (X(S)) ()/(5))] as

t
< L max |x(s) — y(s)|ds < Lhl|x — y||

te(to,to+h] Jtg
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Dla, na przyktad, h = %

Unikatowy punkt staty

() =ut [ F(x*(s))ds,

to

t € [to, to + h].

to
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Dla, na przyktad, h = %

Unikatowy punkt staty
t

x"(t)y=u+ [ f(x*(s))ds, t € [to, to + h].

to
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nowe u

to ty l|‘ h
nowe ty
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Unikatowy punkt staty

nowe u
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Dla, na przyktad, h = %

Unikatowy punkt staty
t

x"(t)y=u+ [ f(x*(s))ds, t € [to, to + h].

to

nowe u

to ty l|‘ h to + 2h
nowe ty

Rozwigzanie na catej osi, lecz ...
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Ojciec

Kogo brakuje?

e i
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Adam Bielecki byt doktorantem Witolda Wilkosza

@ Doktorat w roku 1935.
@ Sondenraktion Krakau.

@ Przeniést si¢ do Lublina w
1947.

o Najwieksze osiggniecie:
redukcja aksjomatéw
geometrii euklidesowe;j
podanej przez D. Hilberta.

e Najbardziej znany z ...
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Norma Bieleckiego

@ Dla prostoty tg = 0, A > O—parametr, X ta sama przestrzen
C[0, h] funkcji ciagtych na [0, h].
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Norma Bieleckiego

@ Dla prostoty tg = 0, A > O—parametr, X ta sama przestrzen
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@ Ten sam operator, inna norma.

=t
= t)|.
Ixlla = max o™ |x(2) J

Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20 11 /26



Norma Bieleckiego

@ Dla prostoty tg = 0, A > O—parametr, X ta sama przestrzen
C[0, h] funkcji ciagtych na [0, h].
@ Ten sam operator, inna norma.

—At
Ixllx = max e |x(2)] J

Tx—Ty|x = M
ITx = Tylln = maxe

L1x(s) - Fyas
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—At
Ixllx = max e |x(2)] J

[Tx — Tyllx = maxe™

t€[0,h] /[f ()] ds
< L max/ e M0 x(s) — y(s)|] ds

te[0,h] Jo
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Norma Bieleckiego

@ Dla prostoty tg = 0, A > O—parametr, X ta sama przestrzen
C[0, h] funkcji ciagtych na [0, h].
@ Ten sam operator, inna norma.

At
Ixllx = max e |x(2)] J

[Tx — Tyllx = maxe™

max /v (v(s))] ds
me/ek“w “Ix(s) — y(s)[] ds

te[0,h] Jo

N

t L
< L] e =9 qs|x — Zlx =yl
< max L ["e 9 dslx -yl < Jlx =l
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Wzér metra

WHtasnie ustalono nowa jednostke
dtugosci: jeden Rych. Jeden Rych to
jeden stary metr.

lle Rychéw ma odcinek liczacy trzy stare
metry? (a) p6t Rycha (b) péttora Rycha
(c) trzy Rychy czy (d) sze$¢ Rychéw?

4

Inne sformutowanie zasady Banacha.
Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20 12 /26



To wiecej niz sztuczka

o Lekka modyfikacja: rozwigzanie na catej pétosi rosnace
podwyktadniczo.

@ To poczatek teorii punktéw statych w Lublinie.
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To wiecej niz sztuczka

o Lekka modyfikacja: rozwigzanie na catej pétosi rosnace
podwyktadniczo.

@ To poczatek teorii punktéw statych w Lublinie.
@ Szereg artykutdéw, ukazuja sie do dzis.

@ Dla kazdych funkgeji y, z € C[0, 1] istnieje doktadnie jedna taka
x € C[0,1], ze

x(t)—/Otx(t—s)z(s)ds:y(t), t € [0,1].
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To wiecej niz sztuczka

o Lekka modyfikacja: rozwigzanie na catej pétosi rosnace
podwyktadniczo.

@ To poczatek teorii punktéw statych w Lublinie.
@ Szereg artykutdéw, ukazuja sie do dzis.

@ Dla kazdych funkgeji y, z € C[0, 1] istnieje doktadnie jedna taka
x € C[0,1], ze

x(t)—/Otx(t—s)z(s)ds:y(t), t € [0,1].

@ Wrazenie estetyczne! (Matematyka jest czescig kultury ...,
Bernard Turowicz; obraz w potamanych ramach)
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Teoria potgrup operatorow

Sztuka przyporzadkowywania
operatorowi dziatajgcemu w przestrzeni Banacha B jego eksponenty

A— etA, t>0: e(ert)A — GSAetA;

operatory e ograniczone, A niekoniecznie.
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Teoria potgrup operatorow

Sztuka przyporzadkowywania

operatorowi dziatajgcemu w przestrzeni Banacha B jego eksponenty
A— etA, t>0: e(ert)A — GSAetA;

operatory e ograniczone, A niekoniecznie.

Metoda (Peano, Hadamard, etc.):

(a) Rozwiazaé réwnanie

d
X Ax(t),t >0,  x(0)=u€B,
dt
dla u z gestego podzbioru X, (b) zdefiniowaé e u = x(t), a na koniec
(c) rozszerzy¢ te definicje na cata przestrzen X.

v
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S

Przyktady: (a) A-operator ograniczony

Znacznie prostsza sytuacja.
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S

Przyktady: (a) A-operator ograniczony

Znacznie prostsza sytuacja.

x(t) = u (t>0)
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S

Przyktady: (a) A-operator ograniczony

Znacznie prostsza sytuacja.

x(t)
(Tx)(t)

Adam Bobrowski (PL)

u (t>0)

t
u—l—/ Ax(s)ds = u + tAu
0

Sztuczka czy metoda?

(t>0)

Wola Ducka 22.02.20
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Przyktady: (a) A-operator ograniczony

Znacznie prostsza sytuacja.

x(t) = u (t>0)
(Tx)(t) = u—|—/0tAx(s)ds:u—|—tAu (t>0)

t 1
(T*)(t) = u+/ A(u+ sAu)ds = u + tAu + §t2A2u
0
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0
n tkAk

(T30 = >

k=0

u
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S

Przyktady: (a) A-operator ograniczony

Znacznie prostsza sytuacja.

x(t)
(Tx)(t)

(T2x)(t)
(T7x)(¢)

x*(t)

Adam Bobrowski (PL)

0)

u (t >
t

u—l—/ Ax(s)ds = u + tAu
0

t 1
u +/ A(u + sAu)ds = u + tAu + §t2A2u
0

n tkAk
Z k!

k=0

u
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S

Przyktady: (b) A-pochodna

o . . . . o d
B = C[—o00, o], funkcje ciagte z granicami w o0, Au = §¢ € B.
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S

Przyktady: (b) A-pochodna

B = C[—o00, ], funkcje ciagte z granicami w o0, Au = 4% € B.
d
di; = Ax(t), x(0)=u,

ox(t, 1) ox(t, 1)
ot or
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Przyktady: (b) A-pochodna

B = C[—o00, ], funkcje ciagte z granicami w o0, Au = 4% € B.
dx
— = Ax(t), 0) =u,
X~ axr), K0)=u
ox(t ox(t
den) 2T 0= u),
x(t,7) = u(t+7) (dla rézniczkowalnego u).
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S

Przyktady: (b) A-pochodna

B = C[—o00, o], funkcje ciagte z granicami w o0, Au = 9% ¢ B.

dr
dx
— = Ax(t), 0) =u,
T = A, x(0)=u
ox(t ox(t
den) 2T 0= u),
x(t,7) = u(t+7) (dla rézniczkowalnego u).
Eksponenta pochodne;j:
('3 u)(7) = u(t + 7), t>0,7€R.
Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20 16 / 26



S

Przyktady: (b) A-pochodna
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dr
dx
— = Ax(t), 0) =u,
T = A, x(0)=u
ox(t ox(t
den) 2T 0= u),
x(t,7) = u(t+7) (dla rézniczkowalnego u).
Eksponenta pochodne;j:
('3 u)(7) = u(t + 7), t>0,7€R.
Lasota!
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Twierdzenie Hille'a—Yosidy

Dla A istnieje eksponenta spetniajaca warunek
le <1, t>0

wtedy i tylko wtedy, gdy
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Twierdzenie Hille'a—Yosidy

Dla A istnieje eksponenta spetniajaca warunek
le <1, t>0

wtedy i tylko wtedy, gdy
@ dziedzina D(A) jest zbiorem gestym w X oraz
o dla kazdego v € B i A > 0 istnieje dokfadnie jeden taki

u € D(A), ze
Au—Au=v
i do tego [|Au|l < [|v].
.
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Twierdzenie Hille'a—Yosidy

Dla A istnieje eksponenta spetniajaca warunek
le <1, t>0

wtedy i tylko wtedy, gdy
@ dziedzina D(A) jest zbiorem gestym w X oraz

o dla kazdego v € B i A > 0 istnieje dokfadnie jeden taki
u € D(A), ze
Au—Au=v

i do tego [|Au|l < [|v].

Piszemy wtedy u = (A — A) " v; (A — A) Ty = [Pe Mty dt.
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S

Twierdzenie Trottera—Neveu—Kato

e W Hille'u-Phillipsie (1957) brak:

e Kiedy ciag pétgrup {e t > 0}
zbiega do jakiej$ (nieznanej z gory)
potgrupy:

Functional
: tA __ tA
Analysis and nlLrgo e "u=e"u,ueB.

Semi-Groups

- D o s ) s
TR Al de < g

Einar Hille
Ralph S. Phillips

N
<
=
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Twierdzenie Trottera—Neveu—Kato

sssssss

Functional
Analysis and
Semi-Groups

Einar Hille
Ralph S. Phillips

- D o s ) s
JTAUNN AL e 5L g

<
S

Adam Bobrowski (PL)

e W Hille'u-Phillipsie (1957) brak:

e Kiedy ciag pétgrup {e t > 0}
zbiega do jakiej$ (nieznanej z gory)
potgrupy:

tAn A

lim ey =e"u,uc B.

n—oo

e Odpowiedz Trottera i Neveu (1958)
oraz Kato (1959):

o Gdy granica
Ryu = lim (A — A)tu, AN>0,ueB

istnieje i operatory Ry, A > 0 maja
geste obrazy. Dowdd skomplikowany.
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S

10 lat pdzniej, mtody adept teorii pdtgrup ...

... publikuje dowéd mniej niz dwu-
stronicowy.

Wystarczy zastosowac

twierdzenie Hille’a=Yosidy do
przestrzeni c(B) ciagdw zbieznych
i operatora A(un)n>1 = (Anln) 21

Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20

19 /26



Dowéd (dwa kroki):

A(up)ns1 = (Anun)n>1
© A jest generatorem.

o etA(Un)n>1 _ (etAnu”)n;l
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Dowéd (dwa kroki):

A(up)ns1 = (Anun)n>1
© A jest generatorem.

o etA(Un)n>1 _ (etAnun>
Dowdd (1):
(a) Dla (vn),s; € c(B), rozwiazaniem réwnania

Aun)nz1 — A(Un)nz1 = (Vn)n>1

n>1 )

moze by¢ tylko
(Un)n>1 = (()\ - An)il Vn) = R/\ (Vn)n21
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Dowéd (dwa kroki):

A(up)ns1 = (Anun)n>1
© A jest generatorem.

o etA(Un)n>1 _ (etAnun>
Dowdd (1):
(a) Dla (vn),s; € c(B), rozwiazaniem réwnania

Aun)nz1 — A(Un)nz1 = (Vn)n>1

n>1 )

moze by¢ tylko
(Un)n>1 = (()\ - An)il Vn) = R/\ (Vn)n21

n>1

| to jest prawdziwe rozwigzanie:

(A = AR (Vn)nZI = (Vn)n>1 s RA(A = A)(tn)nz1 = (Un)nz1-
(b) Gestos¢ obrazu Ry daje gesto$¢ obrazu R, = dziedzinie A.
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S

Czy to tylko piekna sztuczka?

@ Kluczowa rola A.
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S

Czy to tylko piekna sztuczka?

@ Kluczowa rola A.

o Jedli B jest przestrzenig Hilberta ...
@ Przyktad:
e A co jedli Ry, A > 0 nie maja gestych obrazéw?
o T. G. Kurtz w 1970 roku: poétgrupy nie zbiegaja, ale istnieje

t
lim etA"uds, t>0,uecB.

n—oo 0
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S

Czy to tylko piekna sztuczka?

@ Kluczowa rola A.

o Jedli B jest przestrzenig Hilberta ...
@ Przyktad:

e A co jedli Ry, A > 0 nie maja gestych obrazéw?
o T. G. Kurtz w 1970 roku: pétgrupy nie zbiegaja, ale istnieje

t
lim etA"uds, t>0,uecB.

n—oo 0

o 20 (!) lat pbzniej: teoria potgrup scatkowanych.
e A jest generatorem potgrupy scatkowanej danej wzorem

t
Ua(t)(un)nz1 = </ Ay, ds) .
0 n>1

=
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Czytanie to niebezpieczna umiejetnos¢ ...

Réwnanie
ox(t,7)  °x(t,7)
pu— — >
ot 92 x(0,7) =u(7), (t>0,7€R)

(u € C[—o00, 0] - dane)
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Czytanie to niebezpieczna umiejetnos¢ ...

Réwnanie
ox(t,7)  °x(t,7)
pu— — >
ot 92 x(0,7) =u(7), (t>0,7€R)

(u € C[—o0, 00] — dane) ma rozwiazanie

x(t,7) = [efﬁu} _tu7+0)d0—Eu(T+W( ))-

-l

Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20 22 /26



Czytanie to niebezpieczna umiejetnos¢ ...

Réwnanie
ox(t,7)  °x(t,7)
pu— — >
ot 92 x(0,7) =u(7), (t>0,7€R)

(u € C[—o0, 00] — dane) ma rozwiazanie

x(t,7) = [efﬁu} _ru7+0)dJ—Eu(T+w( ).

[l tom Fellera: jak rozwigzaé réwnanie

ox(t, 1) _ 0°x(t, )

ot or2 ’ X(O7T) = U(T),X(t,O) = O; (t,T > 0)
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Pomyst Williama Thomsona (Lorda Kelvina)

@ Rozszerz u do funkgji nieparzyste;.
@ Zastosuj wzér znany dla catej osi.

© Obetnij rozwigzanie do prawej pétosi.
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@ Rozszerz u do funkgji nieparzyste;.
@ Zastosuj wzér znany dla catej osi.

© Obetnij rozwigzanie do prawej pétosi.

’ ey = O™ Ru ‘

Q@ A jedli x(t,0) = 0 zamienimy na (¢, 0) = 0?
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Pomyst Williama Thomsona (Lorda Kelvina)

@ Rozszerz u do funkgji nieparzyste;.
@ Zastosuj wzér znany dla catej osi.

© Obetnij rozwigzanie do prawej pétosi.

’ ey = Oe'*Ru ‘

Q A jesli x(t,0) = 0 zamienimy na %(t,o) =07
@ Zréb to samo, ale z rozszerzeniem parzystym! (Tak to ja lubie!)
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Pomyst Williama Thomsona (Lorda Kelvina)

@ Rozszerz u do funkgji nieparzyste;.
@ Zastosuj wzér znany dla catej osi.

© Obetnij rozwigzanie do prawej pétosi.

’ ey = O™ Ru ‘

Q@ A jedli x(t,0) = 0 zamienimy na (¢, 0) = 0?
@ Zréb to samo, ale z rozszerzeniem parzystym! (Tak to ja lubie!)
© Dlaczego to dziata?

@ Dlaczego takie a nie inne rozszerzenia?
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Warunki brzegowe a rozszerzenia

A co jesli warunek brzegowy jest bardziej skomplikowany, np.

d
d—:(t,O) = ax(t,0)?

‘ etPwb y = Qe Ru ‘

Jak dobra¢ R, by przestrzen rozszerzen byta niezmiennicza i do tego
zwigzana z zadanym, wyjsciowym warunkiem brzegowym?
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d
d—:(t,O) = ax(t,0)?

‘ etPwb y = Qe Ru ‘

Jak dobra¢ R, by przestrzen rozszerzen byta niezmiennicza i do tego
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Jak z war. brzegowych otrzymaé rozszerzenia?

B = C[—00,¢], A= L, D(A) = {u e B;u € B}

(e"u)(7) = u(t + 1), t>0,7€R.
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Jak z war. brzegowych otrzymaé rozszerzenia?

B = C[—00,¢], A= L, D(A) = {u e B;u € B}

(e"u)(7) = u(t + 1), t>0,7€R.

B = C[-00,0], A, ==L, a>0,

D(A)) ={ueB;v eBidJ(0)=afu(-1) — u(0)]}.
[eu](T) = G(7 + t), t>0,7€R.
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Jak z war. brzegowych otrzymaé rozszerzenia?
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(e"u)(7) = u(t + 1), t>0,7€R.

B = C[-00,0], A, ==L, a>0,

D(A)) ={ueB;v eBidJ(0)=afu(-1) — u(0)]}.
[eu](T) = G(7 + t), t>0,7€R.

u(-+t)e D(A),t>0

Adam Bobrowski (PL) Sztuczka czy metoda? Wola Ducka 22.02.20

25 / 26



Jak z war. brzegowych otrzymaé rozszerzenia?

B = C[—00,¢], A= L, D(A) = {u e B;u € B}

(e"u)(7) = u(t + 1), t>0,7€R.

B = C[-00,0], A, ==L, a>0,

D(A)) ={ueB;v eBidJ(0)=afu(-1) — u(0)]}.
[eu](T) = G(7 + t), t>0,7€R.

u(-+t)e D(A),t>0

v(t) =a(t),t€[0,1] = V/(t)=afu(t—1)— v(t)]
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Jak z war. brzegowych otrzymaé rozszerzenia?

B = C[—00,¢], A= L, D(A) = {u e B;u € B}

(e"u)(7) = u(t + 1), t>0,7€R.

B = C[-00,0], A, ==L, a>0,

D(A)) ={ueB;v eBidJ(0)=afu(-1) — u(0)]}.
[eu](T) = G(7 + t), t>0,7€R.

u(-+t)e D(A),t>0

v(t) =u(t),t€[0,1] = t V/(t) = alu(t — 1) — v(t)]
v(t) = eu(0) — a /0 o=t y(s — 1) ds, t € [0, 1].
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Jedyne mozliwe zakonczenie

Zapraszam na
wyktad p. dra Gregosiewicza

Dziekuje
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