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Number sense and
the horizontal segment of the intraparietal sulcus (HIPS)

Left hemisphere Axial slice Right hemisphere

e All numerical tasks activate this region
(e.g. addition, subtraction, comparison, approximation, digit detection...)

e This region fulfils two criteria for a semantic-level representation:
-It responds to number in various formats (Arabic digits, written or spoken words), more

than to other categories of objects (e.g. letters, colors, animals...)
-Its activation varies according to a semantic metric (numerical distance, number size)

Dehaene, S., Piazza, M., Pinel, P., & Cohen, L. (2003).
Cognitive Neuropsychology
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Liczby rzeczywiste R, cokolwiek by to nie bylo, majg nastepujace wlasnosci:

1. tworza cialo:
. (z+y)+z=z+@y+2), z+y=y+z, 0+z=2, z+(-x)=0
. (z-y)-z=z2-(y-2), z-y=y-z, l-z=z, z-z71=1 (z#0)
. (z+y)-z=z-2+y-2z

2. tworzg zbidr liniowo uporzadkowany:
® IT2T, T2Y, YZ2T=T=Y, T2Y, Y2222
° zz2y=>zcz+z2y+z, z20,y=20=>zy =0

3. kazdy niepusty i ograniczony z gory podzbior R ma kres gérny.



Odwolywanie sie do intuicji geometrycznych w pierwszej prezentacyi rachunku rozniczko-
wego uwazam za niezmiernie uzyteczne z dydaktycznego punktu widzenia, a nawet za nieza-
stapione, gdy nie chcemy tracié zbyt duzo czasu. Temu jednak, Ze taka forma wprowadzenia
w rachunek rozniczkowy nie moze rosci¢ sobie pretensji do bycia naukowq, nikt nie za-
przeczy. Poczucie niezadowolenia byto we mnie tak przemozne, ze podjgtem zdecydowane
postanowienie, aby rozmyslaé nad tym problemem, dopoki nie znajde czysto arytmetycznego
i doskonale rygorystycznego ugruntowania zasad analizy infinitezymalnej.

Czesto styszy sie, ze rachunek rozniczkowy zajmuje sie wielkosSciami cigglymi, ale nie po-
daje sie nigdy wyjasnienia, czym jest ta ciaglo$é. (...) [Nalezalo wiec] zagwarantowaé
rzeczywistq definicje istoty ciqgltosci. Osiqgnalem ten cel 2/ listopada roku 1858, a kilka
dni pozniej przedstawitem wyniki swych rozmyslan memu drogiemu przyjacielowi Durege,
z ktorym odbylem dluga i Zywaq dyskusje. (Richard Dedekind 1872)



Przekroje Dedekinda zbioru liczb wymiernych

*

{reQ:z<1}U{zeQ:z > 1}

——

[reQ:z2<2}u{z eQ:2? >2}

. W kazdym przypadku kiedy mamy przekroj L U P nieodpowiadajgcy zadnej
liczbie wymierne), wyznaczamy nowq liczbe niewymiernq, ktorq mozna vwazac
za catkowicie okreslong przez ten przekrojg; bedziemy mowié Ze ta liczba odpo-
wiada przekrojowi lub ze produkuje ona ten przekroj.”



Dzialania na przekrojach:

{reQ:z222}+{re€Q:z223}={r€Q:z > 5}



Dzialania na przekrojach:

{reQ:z22}+{re€Q:z23}={x€Q:z >5}

P1+P2={III1+£B22.'171 € P, xo Epg} cQ



Dzialania na przekro jach:

{reQ:z22}+{re€Q:z23}={x€Q:z >5}
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—P={-z:2¢€ P}
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Uporzadkowanie przekro jow:

Pi2P, &P Ch




Uporzadkowanie przekro jow:

Prz2P, P ChH

Istnienie kreséw goérnych:

sup{F;} = ﬂPt



TWIERDZENIE. Cialo liczb rzeczywistych jest jedyne z dokladnoscia do izomorfizmu.
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Avithmeticorum Liber II.

interuallum numerorum 2, minotautem
1 N. atqueideo maiorx N, — 2. Oportet
itaque 4 N. ~ 4. triplos effe ad 2. & ad-
huc fuperaddere 10. Ter igitur 2.ad{ci-
tis vnitatibus ro. @quatur4 N. = 4. &
fitz N. 3. Erit ergo’ minor 3. maior 5. &
farisfaciunt quaftioni.
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OxDpITIONIS appofitz cadem rattio eft qua & appofitz Przccdcnd quaftioni, nil enim
alind requiric quam vt quadratus interualli numerorum fit minor interuallo quadracorum , &
Canotes iidem hic etiam locum habebunt, ve manifeftum eft.

QVESTIO VIIL

Rorosirym quadratum dinidere
Px’ndnos quadratos. Imperatum fit ve
16. dinidatur in duos quadratos. Ponacur
primus 1 Q Oportetigitur 16 —1 Q.zqua-
les efle quadrato. Fingo quadratum a nu-
meris quotq uot libuerit , cum defectu tot
ynitatum quod continet latus ipfius 16.
efto a2 N.— 4. ipfe igitur quadratus erit
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36. & vterque quadratus eft.

v einosbreunTe , wror pavadus 15, wal tow

O N GonrapflenGrerpiyancy J1erely eig

Do rerpayavovs. Emiverdido; Ik 5
Jusnesy eis o warpayavouc. xu) revdpm ©
aeproc Jundupsws wat. dehoe dex uovd-
Jug 1" Aeier Juvdusas wiag g ) e
vorlivy. Mdasw * Terpayarey S ¢, Gows
I mowe Aeiler oodroay @f Srav By 1 F g
o mAdbeds b 6 B Aeies @b Jz- axf’rai
deg 6 weaywros tsu dunduwy & @ ie)
2eies ¢ 15 Tmite e povam 16 Acinde
Punduzoe was. xowh wesTrEde 1 AGgs
% S0 uoley Suoie, Suvdues: doa ¥ oy
azfusicis s % Yiver 6 dealuds is. mipm-
Ten. Yoo 6 80 095~ EosomiunToy. 6 Ib ppcf-
eizosominloys @ of Jvo oumStirs; moko

wdrepos webdyen G

OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT.

Vhum autemin duos cubos , aut guadmtoquadramm induos gudmtngunduﬂ:
Cé- generaliter mullam ininfinisum vitra quadratum poteftatem in duos einf-
dem mominis fas eft dinidere cuins vei demonfirationem mirabilem [ane detexi.

Hanc marginis exiguitas non caperet.

QVESTIO

V rsvs oporteat quadratum 16
dinidere in duos quadratos. Pona-
tur rurfus primi latus 1 N. alterius vero

IX.
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Jest niemozliwe roztozyé szesScian na dwa szeSciany, czwartq potege na dwie czwarte potegi
t ogolnie potege wyzszq niz druga na dwie takie potegi; znalaztem naprawde zadziwiajgcy
dowad tego, jednak margines jest za maty, by go pomiesScic.
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Kazda liczba naturalna posiada jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw)
rozklad na liczby nierozkladalne, czyli pierwsze.



Kazda liczba naturalna posiada jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw)
rozklad na liczby nierozkladalne, czyli pierwsze.
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tylko z dokladnoscia do znaku, czyli do elementu odwracalnego +1.



Kazda liczba naturalna posiada jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw)
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W pierscieniu liczb calkowitych Z mamy 2 = (—1)(—2), wiec rozklad jest jednoznaczny
tylko z dokladnoscia do znaku, czyli do elementu odwracalnego +1.

R - dowolny pierscien przemienny z jedynka.

Element a jest nierozkladalny, jesli z réwnosci a = be wynika, ze b lub ¢ jest elementem
odwracalnym.

Pierscien R ma wlasnos¢ jednoznacznosci rozkladu, jesli kazdy element a € R moze by¢ za-
pisany w postaci iloczynu elementéw nierozkladalnych, ktére sg wyznaczone jednoznacznie
z doktadnoscia do kolejnosci i1 czynnikéw odwracalnych.



Czy pierscienie Z[¢] maja wlasnos$é jednoznacznosci rozkladu?
Mozna zalozy¢, ze n jest liczbg pierwsza nieparzysta p.
Tak dla p < 23.

Dla p = 23 liczba 47 nie ma jednoznacznego rozktadu.



W pewnych pierscieniach przemiennych niektére elementy mozna rozkladaé bez konca:
Na przyktad w pierscieniu

R =1Z[V2,V2,V2, V2,..]CC
mamy

)V N = TN .



Jesli a = be, to méwimy, ze b)a.



Jesli a = be, to méwimy, ze b)a.

Zalézmy, ze alb oraz bla.

Wéwcezas
b=ac, a=bd = b= bdc

Jesli pierscien R nie ma dzielnikéw zera, to

b=bdc= 1= dc, d—odwracalny oraz b= ac.

Zatem elementy a, b sa stowarzyszone, to znaczy roznia sie o czynnik odwracalny.



Gdy pierscien R ma dzielniki zera, sytuacja wymyka sie spod kontroli.

Niech R = C(R).




Dalej rozwazamy tylko pierscienie bez dzielnikéw zera.



Dalej rozwazamy tylko pierscienie bez dzielnikéw zera.

W Z[—14] mamy

3-5=(14+v-14)(1 —V/-14)

3:3-3-3=(5+2vV-14)(5 — 2v-14)
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{(feCX]:f=ap+aX?’+---4+a, X", n>0}cCC[X]

R D R* = R\ {0} — pélgrupa przemienna z mnozeniem

R* — D, gdzie D jest polgrupa z jednoznacznoscia rozktadu

x — (x)



{(feCX]:f=ap+aX?’+---4+a, X", n>0}cCC[X]

R D R* = R\ {0} — pdlgrupa przemienna z mnozeniem

R* — D, gdzie D jest pélgrupa z jednoznacznoscig rozkladu

x — (z)

POSTULUJEMY:

o zlys (v)|(y)

* d €D, d|(x)and d|(y) = d|(z+y)

» {deD:dl(z)}={deD:d|(y)} =>xz=y



Skad wziaé taka pdlgrupe z jednoznacznoscig rozkladu?

D=NO&NONGD---



Skad wziaé taka pdlgrupe z jednoznacznoscig rozkladu?
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PRZYKLAD.

o

vp:Q —Z, vy (p a) =n.



Skad wziaé taka pdlgrupe z jednoznacznoscig rozkladu?
D=Né&NeNa---

Skad wzigé¢ homomorfizm pélgrup R* — D?

waluacje .

RCF *N

DEFINICJA. Waluacja na ciele F nazywamy funkcje v:F — Z taka, ze

v(z-y) =v(z)+r(y)
v(z+y) 2 min(v(z),v(y))

PRZYKLAD.

o

vp:Q —Z, vy (p a) =n.



Czy nie mozna brakujacych elementéw — liczb idealnych — znalezé¢ w obrebie pierscienia
R?



Zbior R* nie jest czesciowo uporzadkowany relacja podzielnosci:

o
T <y Tly

ale zbior klas stowarzyszenia — jest.



Zbiér R* nie jest czesciowo uporzadkowany relacja podzielnosci:

o
T <y Tly

ale zbior klas stowarzyszenia — jest.

{rCR:a<z}={r€R:xz=abl =aR

Idealy sg brakujacymi liczbami idealnymi.



Ideal I to niepusty podzbior pierscienia R, ktory
e jest podgrupa ze wzgledu na dodawanie: z,y € I =>x —y €l
o o jest pulapka ze wzgledu na mnozenie: z € I, r e R=rz €l

,,Przedzialom z koncem” odpowiadaja idealy postaci zR, czyli idealy gléwne.



Dzialania na idealach:

I+J={z+y:ze€l,yeJ}

I-J:{Z:c,;yi cx; € 1,y; € J}



Dzialania na idealach:

I+J={z+y:zel,yecJ}

I-J:{Za:,;yi cx; € 1,y; € J}

Elementom nierozktadalnym odpowiadaja idealy pierwsze:

zyel=zel lub yel



Dzialania na idealach:

I+J={z+y:zel,yecJ}

I-J:{Z:I;,;yi cx; € 1,y; € J}

Elementom nierozkladalnym odpowiadaja idealy pierwsze:

zyel=zel lub yel

TWIERDZENIE. Jesli R jest pierscieniem liczb calkowitych w skonczonym rozszerzeniu ciata
Q (np. R = Z[£)]), to kazdy ideal w R posiada jednoznaczny rozklad na iloczyn idealéw
pierwszych.



Wtedy
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