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Liczby nie kłamią, ale kłamcy liczą
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Liczby nie kłamią, ale kłamcy liczą
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Wojciech Zieliński Kilka uwag ...



Zamiast wstępu
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Wojciech Zieliński Kilka uwag ...



Zamiast wstępu
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Model dwumianowy

({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ [0, 1]})

Pθ{ξ = k} =

(
n

k

)
θk(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n
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Model Poissona

({0, 1, . . .}, {Po (λ) , λ > 0})

Pλ{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .
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Przedziały ufności

O statystyce
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Model wykładniczy

(R+, {Exp (λ) , λ > 0})

fλ(t) =
1

λ
exp

{
− t
λ

}
, t ∈ R+

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...



Zamiast wstępu
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Model gaussowski(
R,
{
N
(
µ, σ2

)
, µ ∈ R, σ2 ∈ R+

})
fµ,σ2(t) =

1

σ
√

2π
exp

{
−1

2

(
t− µ
σ

)2
}
, t ∈ R
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Przedziały ufności

Przedział ufności

Model statystyczny

(X ,B, {Pθ, θ ∈ Θ})

Definicja przedziału ufności

Przedział (θ(X), θ(X)) taki, że

Pθ{θ ∈ (θ(X), θ(X))} ≥ γ, ∀θ ∈ Θ

nazywamy przedziałem ufności na poziomie ufności γ.
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(
R,
{
N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 ∈ R+

})
, σ2 =?

Zadanie:
na podstawie próby X1, . . . , Xn zbudować przedział ufności dla
wariancji σ2 na poziomie ufności γ
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(
R,
{
N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 ∈ R+

})
, σ2 =?

Niech X1, . . . , Xn będzie próbą z rozkładu N(µ, σ2) oraz niech

S2 =

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2

Jak wiadomo, zmienna losowa

S2

σ2

ma rozkład chi-kwadrat z n− 1 stopniami swobody.
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Poziom ufności γ
Jakiekolwiek dwie liczby t1 i t2 takie, że

Pµ,σ2

{
t1 ≤

S2

σ2
≤ t2

}
= γ

dają przedział ufności dla wariancji na poziomie ufności γ:(
S2

t2
≤ σ2 ≤ S

2

t1

)
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Poziom ufności γ
Jakiekolwiek dwie liczby t1 i t2 takie, że

Pµ,σ2

{
t1 ≤

S2

σ2
≤ t2

}
= γ

dają przedział ufności dla wariancji na poziomie ufności γ:(
S2

t2
;
S2

t1

)
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t1

Przeszacowanie
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t1

Niedoszacowanie

σ2S2
t2
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Ważne pytanie

JAK WYBRAĆ LICZBY t1 ORAZ t2???
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W takim razie...

który wybrać?
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Dodatkowe kryterium #1

Najbardziej popularne:
równe ryzyka przeszacowania i niedoszacowania.

Wybór liczb t1 i t2 takich, że

Pµ,σ2

{
S2

σ2
≤ t1

}
=

1− γ
2

oraz Pµ,σ2

{
S2

σ2
≥ t2

}
=

1− γ
2

Wówczas...

Pµ,σ2

{
S2

t2
≥ σ2

}
=

1− γ
2

oraz Pµ,σ2

{
S2

t1
≤ σ2

}
=

1− γ
2
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Dodatkowe kryterium #1
Zwyczajowe oznaczenia:

t1 = χ2
n−1, 1+γ

2

oraz t2 = χ2
n−1, 1−γ

2

Przedział ufności na poziomie ufności γ: S2

χ2
n−1, 1−γ

2

;
S2

χ2
n−1, 1+γ

2



Wartość krytyczna χ2
u,ε

P
{
χ2
u ≥ χ2

u,ε

}
= ε
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Dodatkowe kryterium #1

Jeżeli poziom ufności klasycznie oznaczymy jako 1− α, to
otrzymujemy książkowy zapis:(

S2

χ2
n−1,α

2

;
S2

χ2
n−1,1−α

2

)
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Dodatkowe kryterium #1a

Nierówne ryzyka przeszacowania i niedoszacowania.

Dla danych γ1 i γ2 (γ1 + γ2 = 1− γ) wybieramy liczby t1 i t2 tak,
że

Pµ,σ2

{
S2

σ2
≤ t1

}
= γ1 oraz Pµ,σ2

{
S2

σ2
≥ t2

}
= γ2

Wówczas...

Pµ,σ2

{
S2

t2
≥ σ2

}
= γ2 oraz Pµ,σ2

{
S2

t1
≤ σ2

}
= γ1
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Przedziały ufności

Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #1a

Nierówne ryzyka przeszacowania i niedoszacowania.

Dla danych γ1 i γ2 (γ1 + γ2 = 1− γ) wybieramy liczby t1 i t2 tak,
że

Pµ,σ2

{
S2

σ2
≤ t1

}
= γ1 oraz Pµ,σ2

{
S2

σ2
≥ t2

}
= γ2

Wówczas...

Pµ,σ2

{
S2

t2
≥ σ2

}
= γ2 oraz Pµ,σ2

{
S2

t1
≤ σ2

}
= γ1
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Nierówne ryzyka przeszacowania i niedoszacowania.

Dla danych γ1 i γ2 (γ1 + γ2 = 1− γ) wybieramy liczby t1 i t2 tak,
że

Pµ,σ2

{
S2

σ2
≤ t1

}
= γ1 oraz Pµ,σ2

{
S2

σ2
≥ t2

}
= γ2

Wówczas...

Pµ,σ2

{
S2

t2
≥ σ2

}
= γ2 oraz Pµ,σ2

{
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t1
≤ σ2

}
= γ1
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Dodatkowe kryterium #1a

Pµ,σ2

{
S2

t2
≥ σ2

}
= γ2 oraz Pµ,σ2

{
S2

t1
≤ σ2

}
= γ1

Liczba γ1 jest prawdopodobieństwem niedoszacowania.

Liczba γ2 jest prawdopodobieństwem przeszacowania.

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Dodatkowe kryterium #2

Jaka jest minimalna wartość wariancji?

Nie chcemy niedoszacować!

Przyjmując γ1 = 0 otrzymujemy t1 = 0.

Lewostronny przedział ufności ma postać(
S2

t2
; +∞

)

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...



Zamiast wstępu
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Przyjmując γ1 = 0 otrzymujemy t1 = 0.

Lewostronny przedział ufności ma postać(
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Dodatkowe kryterium #3

Jaka jest maksymalna wartość wariancji?

Nie chcemy przeszacować!

Przyjmując γ2 = 0 otrzymujemy t2 = +∞.

Prawostronny przedział ufności ma postać(
0;
S2

t1

)
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Dodatkowe kryterium #3

Jaka jest maksymalna wartość wariancji?

Nie chcemy przeszacować!
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Przedziały ufności

Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #3

Jaka jest maksymalna wartość wariancji?

Nie chcemy przeszacować!

Przyjmując γ2 = 0 otrzymujemy t2 = +∞.

Prawostronny przedział ufności ma postać(
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Dodatkowe kryterium #3

Jaka jest maksymalna wartość wariancji?

Nie chcemy przeszacować!

Przyjmując γ2 = 0 otrzymujemy t2 = +∞.

Prawostronny przedział ufności ma postać(
0;
S2

t1

)

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Dodatkowe kryterium #4

Najkrótszy

Wybór takich liczb t1 i t2, że

Pµ,σ2

{
t1 ≤

S2

σ2
≤ t2

}
= γ

oraz długość przedziału jest najmniejsza.

To znaczy...
1

t1
− 1

t2
= min!

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Przedziały ufności

Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #4
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Wybór takich liczb t1 i t2, że
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Dodatkowe kryterium #4

Najkrótszy

Wybór takich liczb t1 i t2, że

Pµ,σ2

{
t1 ≤

S2

σ2
≤ t2

}
= γ

oraz długość przedziału jest najmniejsza.

To znaczy...
1

t1
− 1

t2
= min!
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #4
Szukamy takich liczb t1 i t2, że

1

t1
− 1

t2
= min!

przy warunku
Fn−1(t2)− Fn−1(t1) = γ.

(tutaj Fn−1(·) oznacza dystrybuantę rozkładu chi-kwadrat z
n− 1 stopniami swobody)
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Dodatkowe kryterium #4
Proste zastosowanie znanej techniki mnożników Lagrange’a
pokazuje, że t1 i t2 są takie, że{

t21fn−1(t1) = t22fn−1(t2)

Fn−1(t2)− Fn−1(t1) = γ

(tutaj fn−1(·) oznacza gęstość rozkładu chi-kwadrat z n− 1
stopniami swobody)
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #4
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #5

Zbudować przedział ufności o zadanej względnej długości.

Względna długość przedziału ufności

S2

σ2

(
1

t1
− 1

t2

)
jest zmienną losową.

Dwie wersje

a Średnia (oczekiwana) względna długość.
b Prawie na pewno.

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #5

Zbudować przedział ufności o zadanej względnej długości.

Względna długość przedziału ufności

S2

σ2

(
1

t1
− 1

t2

)
jest zmienną losową.

Dwie wersje

a Średnia (oczekiwana) względna długość.
b Prawie na pewno.
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Dodatkowe kryterium #5

Zbudować przedział ufności o zadanej względnej długości.

Względna długość przedziału ufności

S2

σ2

(
1

t1
− 1

t2

)
jest zmienną losową.

Dwie wersje

a Średnia (oczekiwana) względna długość.
b Prawie na pewno.
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Dodatkowe kryterium #5

Zbudować przedział ufności o zadanej względnej długości.

Względna długość przedziału ufności
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σ2

(
1

t1
− 1

t2

)
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Wojciech Zieliński Kilka uwag ...



Zamiast wstępu
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Dodatkowe kryterium #5

Zbudować przedział ufności o zadanej względnej długości.

Względna długość przedziału ufności

S2

σ2

(
1

t1
− 1

t2

)
jest zmienną losową.

Dwie wersje
a Średnia (oczekiwana) względna długość.

b Prawie na pewno.
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Dodatkowe kryterium #5

Zbudować przedział ufności o zadanej względnej długości.

Względna długość przedziału ufności

S2

σ2

(
1

t1
− 1

t2

)
jest zmienną losową.

Dwie wersje
a Średnia (oczekiwana) względna długość.
b Prawie na pewno.
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #5a

Przedział ufności o zadanej średniej względnej długości.

Oczekiwana względna długość przedziału ufności

Eµ,σ2

(
S2

σ2

)(
1

t1
− 1

t2

)
= (n− 1)

(
1

t1
− 1

t2

)
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Dodatkowe kryterium #5a

Przedział ufności o zadanej średniej względnej długości.

Oczekiwana względna długość przedziału ufności

Eµ,σ2

(
S2

σ2

)(
1

t1
− 1

t2

)
= (n− 1)

(
1

t1
− 1

t2

)
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Dodatkowe kryterium #5a
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #5a
Rozkłady chi-kwadrat są uporządkowane dyspersyjnie!

Porządek dyspersyjny
Zmienne losowe X oraz Y o dystrybuantach F oraz G są w
porządku dyspersyjnym, jeżeli

X ≤dysp Y ≡ G−1F (x)− x jest funkcją rosnącą

Równoważnie: X ≤dysp Y , jeżeli dla wszystkich 0 < α < β < 1

F−1(β)− F−1(α) ≤ G−1(β)−G−1(α)

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Równoważnie: X ≤dysp Y , jeżeli dla wszystkich 0 < α < β < 1

F−1(β)− F−1(α) ≤ G−1(β)−G−1(α)
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Dodatkowe kryterium #5a
Rozkłady chi-kwadrat są uporządkowane dyspersyjnie!

Porządek dyspersyjny
Zmienne losowe X oraz Y o dystrybuantach F oraz G są w
porządku dyspersyjnym, jeżeli

X ≤dysp Y ≡ G−1F (x)− x jest funkcją rosnącą

Równoważnie: X ≤dysp Y , jeżeli dla wszystkich 0 < α < β < 1

F−1(β)− F−1(α) ≤ G−1(β)−G−1(α)
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Dodatkowe kryterium #5a
Rozkłady chi-kwadrat są uporządkowane dyspersyjnie:

χ2
u ≤dysp χ2

v dla u < v

czyli
tu2 − tu1 ≤ tv2 − tv1

czyli
1

tu1
− 1

tu2
≥ 1

tv1
− 1

tv2

czyli

średnia długość przedziału ufności maleje wraz ze
wzrostem liczności próby

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Dodatkowe kryterium #5a
Rozkłady chi-kwadrat są uporządkowane dyspersyjnie:

χ2
u ≤dysp χ2

v dla u < v

czyli
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czyli
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Dodatkowe kryterium #5a
Rozkłady chi-kwadrat są uporządkowane dyspersyjnie:

χ2
u ≤dysp χ2

v dla u < v

czyli
tu2 − tu1 ≤ tv2 − tv1

czyli
1

tu1
− 1

tu2
≥ 1

tv1
− 1

tv2

czyli

średnia długość przedziału ufności maleje wraz ze
wzrostem liczności próby
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Dodatkowe kryterium #5a

Dla danego δ > 0 znaleźć takie najmniejsze n, że

(n− 1)

(
1

tn1
− 1

tn2

)
≤ δ

Rozwiązanie...

numeryczne!
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Dodatkowe kryterium #5a

Dla danego δ > 0 znaleźć takie najmniejsze n, że

(n− 1)

(
1

tn1
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tn2

)
≤ δ

Rozwiązanie...
numeryczne!
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #5b

Przedział ufności o zadanej „prawie na pewno” długości.

Pµ,σ2

{(
S2

σ2

)(
1

t1
− 1

t2

)
≤ δ
}
≥ duże

Rozwiązanie...
podobnie jak poprzednio: numeryczne!

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Dodatkowe kryterium #5b

Przedział ufności o zadanej „prawie na pewno” długości.

Pµ,σ2

{(
S2

σ2

)(
1

t1
− 1

t2

)
≤ δ
}
≥ duże

Rozwiązanie...
podobnie jak poprzednio: numeryczne!
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Przedział ufności - przykład

Dodatkowe kryterium #5
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I jeszcze jeden przykład

Przedział...

który nie jest przedziałem ufności!
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Przedziały ufności

I jeszcze jeden przykład

Model dwumianowy ({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ (0, 1)})
Zadanie:
zbudować przedział ufności dla prawdopodobieństwa θ.
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I jeszcze jeden przykład

Model dwumianowy ({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ (0, 1)})
Niemal w każdym podręczniku jest napisane:

aby zbudować przedział ufności dla prawdopodobieństwa θ dla
dużych n skorzystaj z twierdzenia de Moivre-Laplace’a:

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Pθ
{

ζn − nθ√
nθ(1− θ)

≤ x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ = 0

Wojciech Zieliński Kilka uwag ...
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Abraham de Moivre (1667-1754) – Francja
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Pierre Simon de Laplace (1749-1827) – Francja
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I jeszcze jeden przykład

Model dwumianowy ({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ (0, 1)})
Ponieważ dla dużych n
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Model dwumianowy ({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ (0, 1)})
Dlaczego tak się dzieje???
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Model dwumianowy ({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ (0, 1)})
A jak powinno być???
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Model dwumianowy ({0, 1, . . . , n}, {Bin (n, θ) , θ ∈ (0, 1)})
C. J. Clopper oraz E. S. Pearson (1934) The Use of Confidence
or Fiducial Limits Illustrated in the Case of the Binomial,
Biometrika 26, 404-413.

Przedział ufności
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1− γ
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)
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2
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tutaj B−1 (·, ·; ·) oznacza kwantyl rozkładu Beta.
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Prawdopodobieństwo pokrycia
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Kilka uwag końcowych

1 prawdopodobieństwo pokrycia musi być nie mniejsze niż
założony poziom ufności

2 istnieje nieskończenie wiele przedziałów ufności
3 należy podać dodatkowe kryterium wyboru przedziału

ufności
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Bezsensowny napis

P
{
σ2 ∈ (10, 20)

}
= 0.9

Poprawnie

Wariancja jest jakąś liczbą z przedziału (10, 20).
„Przekonanie” o prawidłowości wniosku wynosi 90%.
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Uwaga bibliograficzna

Literatura tematu...

jest bardzo bogata w każdym języku świata

Wystarczy wpisać...

przedział ufności
confidence interval (angielski)
intervalle de confiance (francuski)
Konfidenzintervall (niemiecki)
intervallo di confidenza (włoski)
intervalo de confianza (hiszpański)
megbízhatósági intervallum (węgierski)
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Uwaga bibliograficzna

lub wykorzystać

https://translate.google.pl/ i wybrać
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Na zakończenie

Dziękuję Państwu za wysłuchanie pogadanki

i życzę udanego zaufanego przedziałowania
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