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Pocz¡tki modelowania przyczynowo±ci
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Wst¦p

Czym jest modelowanie przyczynowo±ci?

• W »yciu codziennym spotykamy si¦ z formuªowaniem przyczynowo±ci.

• "Przestaªa mnie bole¢ gªowa bo wzi¡ªem aspiryn¦."
• "Miaªbym mniej pªatn¡ prac¦, gdybym nie poszedª na studia."
• "Mam krótkie wªosy poniewa» jestem m¦»czyzn¡."

• Czy wszystkie te sformuªowania da si¦ opisa¢ statystycznie?

• Aby na to odpowiedzie¢ musimy wprowadzi¢ kilka poj¦¢.
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Dziaªanie

• Akcja, któr¡ mo»emy podj¡¢ lub nie.

• Wzi¦cie aspiryny,
• Pój±cie na studia,
• Stanie si¦ m¦»czyzn¡,

• Dziaªanie powinno by¢ zde�niowane jak najdokªadniej.
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Wst¦p

Potencjalny stan kontrfaktyczny

• Alternatywny stan gdyby±my nie podj¦li dziaªania.

• Ból gªowy (lub jego brak) gdybym nie wzi¡ª aspiryny,
• Zarobki, gdybym nie poszedª na studia,
• Dªugo±¢ wªosów gdybym byª kobiet¡.

• Przyczynowo±¢ mo»emy analizowa¢ statystycznie tylko wtedy gdy stan
kontrfaktyczny jest:

• Jasno okre±lony (pkt. 2),
• Mo»liwy do uzyskania (pkt. 3).

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 5 / 1



Wst¦p

Potencjalny stan kontrfaktyczny

• Alternatywny stan gdyby±my nie podj¦li dziaªania.
• Ból gªowy (lub jego brak) gdybym nie wzi¡ª aspiryny,
• Zarobki, gdybym nie poszedª na studia,
• Dªugo±¢ wªosów gdybym byª kobiet¡.

• Przyczynowo±¢ mo»emy analizowa¢ statystycznie tylko wtedy gdy stan
kontrfaktyczny jest:

• Jasno okre±lony (pkt. 2),
• Mo»liwy do uzyskania (pkt. 3).

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 5 / 1



Wst¦p

Potencjalny stan kontrfaktyczny

• Alternatywny stan gdyby±my nie podj¦li dziaªania.
• Ból gªowy (lub jego brak) gdybym nie wzi¡ª aspiryny,
• Zarobki, gdybym nie poszedª na studia,
• Dªugo±¢ wªosów gdybym byª kobiet¡.

• Przyczynowo±¢ mo»emy analizowa¢ statystycznie tylko wtedy gdy stan
kontrfaktyczny jest:

• Jasno okre±lony (pkt. 2),
• Mo»liwy do uzyskania (pkt. 3).

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 5 / 1



Wst¦p

Potencjalny stan kontrfaktyczny

• Alternatywny stan gdyby±my nie podj¦li dziaªania.
• Ból gªowy (lub jego brak) gdybym nie wzi¡ª aspiryny,
• Zarobki, gdybym nie poszedª na studia,
• Dªugo±¢ wªosów gdybym byª kobiet¡.

• Przyczynowo±¢ mo»emy analizowa¢ statystycznie tylko wtedy gdy stan
kontrfaktyczny jest:
• Jasno okre±lony (pkt. 2),

• Mo»liwy do uzyskania (pkt. 3).

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 5 / 1



Wst¦p

Potencjalny stan kontrfaktyczny

• Alternatywny stan gdyby±my nie podj¦li dziaªania.
• Ból gªowy (lub jego brak) gdybym nie wzi¡ª aspiryny,
• Zarobki, gdybym nie poszedª na studia,
• Dªugo±¢ wªosów gdybym byª kobiet¡.

• Przyczynowo±¢ mo»emy analizowa¢ statystycznie tylko wtedy gdy stan
kontrfaktyczny jest:
• Jasno okre±lony (pkt. 2),
• Mo»liwy do uzyskania (pkt. 3).

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 5 / 1
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Sformuªowanie problemu

• Przyczynowo±¢ mo»na bada¢ na wiele ró»nych sposobów.

• �redni efekt akcji.

• Porównujemy ±redni efekt na populacji poddanej dziaªaniu i nie
poddanej.

• Mo»liwe warstwowanie - mo»na przeprowadzi¢ oddzielne badania dla
kobiet i m¦»czyzn i wnioskowa¢ czy pªe¢ ma wpªyw na efektywno±¢
dziaªania.

• Wybór osób, które powinny zosta¢ poddane dziaªaniu.
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Wst¦p

Wybór osób - przykªad

• Zaªó»my »e testujemy nowy lek na nadci±nienie (ka»dy pacjent dostaje
t¡ sam¡ dawk¦),

• Chcemy oceni¢ którym pacjentom jest w stanie pomóc,
• Naszych pacjentów mo»emy podzieli¢ na trzy grupy

1 pacjenci, którym spadªo ci±nienie na skutek dziaªania leku
(pozytywny efekt)

2 pacjenci, którym ci±nienie si¦ nie zmieniªo mimo dziaªania leku
(niepotrzebne dziaªanie)

3 pacjenci, którym ci±nienie wzrosªo na skutek dziaªania leku
(negatywny efekt)

• Cel: Znalezienie osób, które powinny dosta¢ lek.
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Powszechnie stosowane metody

• Lek powinien by¢ przeznaczony dla osób o najwi¦kszej ró»nicy
ci±nienia po za»yciu leku.

Ró»nica mi¦dzy ci±nieniem po i przed eksperymentem:
gdy pacjent otrzymaª lek

Pacjent 1 +10
Pacjent 2 -20
Pacjent 3 -20
Pacjent 4 0

• Lek jest aplikowany dla osób o najwi¦kszej ró»nicy ci±nie« po i przed
podaniem leku, a nie dla osób, dla których ci±nienie spadªo znacz¡co
na skutek dziaªania leku.
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Podstawowy problem modelowania przyczynowo±ci

Chcemy prognozowa¢:

ETarget(Y | X1, . . . , Xp)− ENot target(Y | X1, . . . , Xp)

Problem: Nigdy nie mamy tych dwóch informacji w tym samym czasie.
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Rozwi¡zanie problemu

Rozwi¡zanie:
• Dwa zbiory ucz¡ce:

1 grupa eksperymentalna
poddana dziaªaniu

2 grupa kontrolna
nie poddana dziaªaniu
u»ywana jako punkt odniesienia

• Skonstruujmy model prognozuj¡cy ró»nic¦ pomi¦dzy warto±ciami w
grupie eksperymentalnej i kontrolnej.
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Czy to wystarczy?

• Testujemy lek na grupie eksperymentalnej.

• Pacjenci przebywaj¡ w jednym pomieszczeniu.

• Pacjenci nie mog¡ na siebie wpªywa¢.
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Czy to wystarczy?

• Rozwa»my przykªad gdzie badamy ±redni efekt leku.

Czy otrzymaª lek Warto±¢ ró»nicy ci±nie«
Pacjent 1 1 +10
Pacjent 2 0 -30
Pacjent 3 0 -20
Pacjent 4 1 0

• Ró»nica mi¦dzy ±rednimi z grup eksperymentalnej i kontrolnej to +30.

• Lek nie pomaga!!!
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• Ró»nica mi¦dzy ±rednimi z grup eksperymentalnej i kontrolnej (przy
peªnej informacji) to -10.
• Lek pomaga!!!
• Co jest przyczyn¡ tego paradoksu?
• Istnieje pewna niewykryta cecha.
• Wszystkie obserwacje o danej warto±ci cechy s¡ w grupie kontrolnej, a
obserwacje o innej warto±ci w grupie eksperymentalnej.
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• Rozwa»my przykªad gdzie badamy ±redni efekt leku.
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nie otrzymawszy leku otrzymawszy lek Pªe¢

Pacjent 1 +40 +10 M
Pacjent 2 -30 -20 K
Pacjent 3 -20 -20 K
Pacjent 4 +20 0 M

• Wpªyw leku na nadci±nienie jest zaburzany przez wpªyw pªci.
• Sytuacja niebezpieczna, równie» w przypadku wyboru obserwacji, które
powinny by¢ poddane dziaªaniu.
• Nie mog¦ powiedzie¢ czy dany m¦»czyzna ma dosta¢ lek, skoro nie
mam danych, które mówi¡ jak ci±nienie m¦»czyzn zachowuje si¦ gdy
leku nie maj¡.
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Czy to wystarczy?

• Rozwa»my przykªad gdzie badamy ±redni efekt leku.

Czy otrzymaª lek Warto±¢ ró»nicy ci±nie« Pªe¢
Pacjent 1 1 +10 M
Pacjent 2 1 -20 K
Pacjent 3 0 -20 K
Pacjent 4 0 +20 M

• Ró»nica mi¦dzy ±rednimi z grup eksperymentalnej i kontrolnej to -5.

• Uzyskany wynik bardziej odpowiada rzeczywistej sytuacji.
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Wst¦p

Paradoks Simpsona

• Testujemy lek na nadci±nienie w dwóch grupach (kobiety i m¦»czy¹ni),

• Badamy w jakim odsetku przypadków ci±nienie spadªo:

M¦»czy¹ni Kobiety caªo±¢
Lek 60% 31% 33%
Brak leku 44% 20% 42%

• Lek pomaga m¦»czyznom.

• Lek pomaga kobietom.

• Brak leku lepszy dla caªo±ci!!!

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 16 / 1
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Wst¦p

Paradoks Simpsona

• Sprawd¹my ile kobiet i m¦»czyzn otrzymaªo, b¡d¹ nie otrzymaªo leku.

M¦»czy¹ni Kobiety caªo±¢
Lek 6

10
31
100

37
110

Brak leku 44
100

2
10

46
110

• inny efekt dla caªo±ci spowodowany jest nierównomiernym rozªo»eniem
kobiet i m¦»czyzn w grupie bior¡cej i niebior¡cej leku.

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 17 / 1



Wst¦p

Paradoks Simpsona

• Sprawd¹my ile kobiet i m¦»czyzn otrzymaªo, b¡d¹ nie otrzymaªo leku.

M¦»czy¹ni Kobiety caªo±¢
Lek 6

10
31
100

37
110

Brak leku 44
100

2
10

46
110

• inny efekt dla caªo±ci spowodowany jest nierównomiernym rozªo»eniem
kobiet i m¦»czyzn w grupie bior¡cej i niebior¡cej leku.

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 17 / 1



Wst¦p

Paradoks Simpsona

• Sprawd¹my ile kobiet i m¦»czyzn otrzymaªo, b¡d¹ nie otrzymaªo leku.

M¦»czy¹ni Kobiety caªo±¢
Lek 6

10
31
100

37
110

Brak leku 44
100

2
10

46
110

• inny efekt dla caªo±ci spowodowany jest nierównomiernym rozªo»eniem
kobiet i m¦»czyzn w grupie bior¡cej i niebior¡cej leku.

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 17 / 1



Wst¦p

Paradoks Simpsona

• Sprawd¹my ile kobiet i m¦»czyzn otrzymaªo, b¡d¹ nie otrzymaªo leku.
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• inny efekt dla caªo±ci spowodowany jest nierównomiernym rozªo»eniem
kobiet i m¦»czyzn w grupie bior¡cej i niebior¡cej leku.

M¦»czy¹ni Kobiety caªo±¢
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17
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110

Brak leku 24
55

11
55

35
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Wst¦p

Randomizacja

• Potrzebny jest mechanizm, który zapewni dobrze przypisanie
obserwacji do grup.

• Rozwi¡zanie - randomizacja.
• Musimy zastosowa¢ procedur¦ dwustopniow¡:

• I stopie« - losowy dobór badanej próby z populacji.
• II stopie« - losowy przydziaª do grupy kontrolnej i eksperymentalnej.

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 18 / 1
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Wst¦p

Randomizacja

• Co zyskujemy?

• odzwierciedlenie charakterystyki populacji (np. pacjenci lecz¡cy si¦ na
nadci±nienie) w badanej próbie (np. 1000 osób)

• zminimalizowanie wpªywu zmiennych na wynik w caªej grupie.
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Estymacja

Jak modelowa¢?

• Przykªad: porównajmy warto±¢ ci±nienia przed dziaªaniem i po
dziaªaniu.

y = 1.08x− 12.39, y = 0.48x+ 53.99

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 20 / 1
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Estymacja

Jak modelowa¢?

• Przykªad: porównajmy warto±¢ ci±nienia przed dziaªaniem i po
dziaªaniu.

y = 1.08x− 12.39, y = 0.48x+ 53.99
• Policzmy ró»nic¦ na wspóªczynnikach.

y = −0.6x+ 66.38
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Estymacja

Zaªo»enia

Zakªadamy liniowo±¢ w grupie eksperymentalnej i kontrolnej.

yC = XCβC + εC

yT = XTβT + εT = XTβC +XTβU + εT

• E εTi = 0 i Var εTi = σT

• E εCi = 0 i Var εCi = σC

• Dla uproszczenia zakªadamy równoliczno±¢ grup nT = nC = n
2
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Estymacja

Problemy

• Zaªo»enie o liniowo±ci jest dosy¢ restrykcyjne.

• Co je±li cechy s¡ bardzo mocno skorelowane?

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 22 / 1
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Estymacja

Korelacja

• Niech x.j oznacza j-t¡ kolumn¦ macierzy X.

• Zaªó»my, »e x.j = x.k, wówczas cor(x.j , x.k) = 1.

• Zaªó»my, »e dobre s¡ wspóªczynniki βj = 3 i βk = −2.
• Ale równie dobre s¡ βj = −50000 i βk = 50001.

• Remedium: wyrzucenie zmiennych zale»nych od innych zmiennych.
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Estymacja

Cel

• Estymacja βU .

• Bierzemy now¡ obserwacj¦ xtest.

• xtestβ̂U daje nam prognoz¦ zysku z podj¦tej akcji na obserwacji xtest.
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Estymacja

Estymator podwójny

Budujemy estymatory na dwóch grupach oddzielnie:

β̂T = (XT ′
XT )−1XT yT

β̂C = (XC′
XC)−1XCyC

Estymator podwójny

β̂Ud = β̂T − β̂C
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Estymacja

Estymator ró»nicowy

Czy da si¦ estymowa¢ βU w jednym kroku?

Estymator ró»nicowy

Oznaczmy:

ỹi =

{
2yTi if gi = T,

−2yCi if gi = C.

Estymator ró»nicowy ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

β̂Ur = (X ′X)−1X ′ỹ
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Estymacja

Jak mierzy¢ skuteczno±¢ modelu?

• Chcemy porówna¢ prawdziw¡ odpowied¹ z nasz¡ prognoz¡.

• MSE = E ||yUtest −Xtestβ̂U ||2.
• MSE jest zale»ne od obci¡»enia i wariancji estymatora.

• Czy wprowadzaj¡c wzór na MSE nie oszukuj¦?.

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 27 / 1
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Estymacja

Wªasno±ci estymatorów

• β̂Ud i β̂Ur s¡ nieobci¡»one.

• Oznaczmy β∗ = βT + βC :

• Gdy β∗ >> 0 i n >> p:

Var β̂Ud < Var β̂Ur

• Gdy β∗ ≈ 0 lub p nie jest mocno mniejsze od n:

Var β̂Ud > Var β̂Ur

• Czy jestem w stanie stworzy¢ model, który poª¡czy zalety obydwu?

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 28 / 1
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Estymacja

Estymator korygowany

1 Wyestymujmy β∗:
β̂∗ = (X ′X)−1X ′y

2 Skorygujmy y
ycorr = y −Xβ̂∗

3 Budujemy estymator ró»nicowy na ycorr:

β̂Ucorr = (X ′X)−1X ′ỹcorr

K.Ruda±, S.Jaroszewicz 2018

4 Pozbywamy si¦ wra»liwo±ci na β∗.
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Estymacja

Porównanie modeli

K¡t mi¦dzy βT i βC równy π
10 .

101 102 103 104

size of sample

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

pr
op

.
b

et
te

r

angle between βT and βC = π/10

corrected vs double

uplift vs double
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Estymacja

Bª¡d

• β̂Ucorr ma bardzo niskie MSE,

• To znaczy, »e Var β̂Ucorr i obci¡»enie maªe,

• β̂Ucorr to drobna mody�kacja β̂Ur , wi¦c pewnie nieobci¡»ony.

• W rzeczywisto±ci tak nie jest!

K. Ruda± (PW, IPI PAN) Czy witaminy lecz¡ raka? 26.08.2019 32 / 1
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Estymacja

Inne podej±cia

• Znalezienie "przeª¡cznika"przestawiaj¡cego β̂Ur na β̂Ud .

• �ci¡ganie estymatora β̂Ud .

• Regularyzacja β̂Ud .
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Dane rzeczywiste

Procedura testowa

• W rzeczywisto±ci mamy tylko poªow¦ informacji dla ka»dej obserwacji:

• Nie mo»emy porówna¢: Xiβ̂U z yTi − yCi :
• Aby móc uzyska¢ wyniki podobne do MSE u»ywamy miary ATT:

1

nT

nT∑
i=1

Xiβ̂U z
1

nT

nT∑
i=1

yTi −
1

nC

nC∑
i=1

yCi
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Dane rzeczywiste

Dane rzeczywiste - OSNAP

• OSNAP - kampania, maj¡ca na celu popularyzacj¦ aktywnego stylu
»ycia w±ród dzieci w USA.

• Cel: znale¹¢ dzieci, dla których skierowanie kampanii przyniesie
najlepsze rezultaty.
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Dane rzeczywiste

Rezultaty

double uplift corrected
0

2

4

test subset = 100%
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Dane rzeczywiste

Dane rzeczywiste - Hillstrom

• Hillstrom - kampania e-mailowa, maj¡ca zach¦ca¢ klientów do
kupowania przez internet,

• Cel: znale¹¢ tych klientów, którzy kupowali wi¦cej, poniewa» kampania
do nich dotarªa.
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Rezultaty
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Dane rzeczywiste

• Modelowanie przyczynowo±ci jest mo»liwe, ale pod pewnymi
warunkami,

• Istniej¡ modele, które pozwalaj¡ okre±lenie które czynniki staj¡ si¦
istotne kiedy akcja zostaªa podj¦ta.

• Witaminy nie lecz¡ raka!!!.
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Dane rzeczywiste

Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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