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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Motto

@ Sa trzy metody gtosowania. Pierwsza przez aplauz. Znaczy, ze
wszyscy gtosuja. Druga metoda... Kulkami. Sa kulki czarne i
czerwone, ktére otrzymuje kazdy glosujacy... Yyyy...
Przepraszam biate i czarne, ktére otrzymuje kazdy gtosujacy...
Czarna za — lub odwrotnie: czarna za... Yyyy... Czarna
przeciw — biata za lub odwrotnie. Jest trzecia metoda przez
podniesienie ragk. Ta metoda jest najdoskonalsza.

— No Swietnie, ale jaka metodg wybierzemy metode
gltosowania?
(z filmu ,,Rejs”)

Grzegorz Kosiorowski Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Geometria - wrég demokracji



O co chodzi? W czym problem? guly prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyczni wichrzyciele (MSN 45)

Nicolas de Caritat, markiz de
Condorcet

Kenneth Arrow
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niem ve” twierdzenie

Podstawowe zatozenia

@ Rozwazamy wybory parlamentarne.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Podstawowe zatozenia

@ Rozwazamy wybory parlamentarne.

e Jednomandatowe okregi wyborcze: w kazdym okregu
wyborczym ,zwyciezca bierze wszystko” (kraje anglosaskie, ale
tez Francja, Japonia, w Polsce — wybory do Senatu)
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Podstawowe zatozenia

@ Rozwazamy wybory parlamentarne.

e Jednomandatowe okregi wyborcze: w kazdym okregu
wyborczym ,zwyciezca bierze wszystko” (kraje anglosaskie, ale
tez Francja, Japonia, w Polsce — wybory do Senatu)

@ System praktycznie dwupartyjny (w mniejszym lub wiekszym
przyblizeniu - tzw. prawo Duvergera).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Podstawowe zatozenia

@ Rozwazamy wybory parlamentarne.

e Jednomandatowe okregi wyborcze: w kazdym okregu
wyborczym ,zwyciezca bierze wszystko” (kraje anglosaskie, ale
tez Francja, Japonia, w Polsce — wybory do Senatu)

@ System praktycznie dwupartyjny (w mniejszym lub wiekszym
przyblizeniu - tzw. prawo Duvergera).

@ JesteSmy w stanie oszacowac przekonania polityczne wyborcéw
w konkretnych lokalizacjach (wykonalne!).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gerrymandering

Jednym z charakterystycznych probleméw takiego systemu
wyborczego jest tzw. gerrymandering, czyli manipulowanie
granicami okregéw wyborczych w celu oddania w rece jednej z
partii niz by to wynikato z preferencji gtosujacych lub tez
naturalnego podziatu na okregi. Najczesciej polega on na:
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gerrymandering

Jednym z charakterystycznych probleméw takiego systemu
wyborczego jest tzw. gerrymandering, czyli manipulowanie
granicami okregéw wyborczych w celu oddania w rece jednej z
partii niz by to wynikato z preferencji gtosujacych lub tez
naturalnego podziatu na okregi. Najczesciej polega on na:
@ pakowaniu jak najwiekszej liczby wyborcéw tej samej partii do
tego samego okregu wyborczego celem ,zmarnowania ich
gtoséw”.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gerrymandering

Jednym z charakterystycznych probleméw takiego systemu
wyborczego jest tzw. gerrymandering, czyli manipulowanie
granicami okregéw wyborczych w celu oddania w rece jednej z
partii niz by to wynikato z preferencji gtosujacych lub tez
naturalnego podziatu na okregi. Najczesciej polega on na:

@ pakowaniu jak najwiekszej liczby wyborcéw tej samej partii do
tego samego okregu wyborczego celem ,zmarnowania ich
gtoséw”.

@ famaniu naturalnych skupisk zwolennikéw jednej z partii i
rozdzielaniu ich pomiedzy okregi, w ktérych wiekszos¢ ma
druga z partii.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gerrymandering

Jednym z charakterystycznych probleméw takiego systemu
wyborczego jest tzw. gerrymandering, czyli manipulowanie
granicami okregéw wyborczych w celu oddania w rece jednej z
partii niz by to wynikato z preferencji gtosujacych lub tez
naturalnego podziatu na okregi. Najczesciej polega on na:

@ pakowaniu jak najwiekszej liczby wyborcéw tej samej partii do
tego samego okregu wyborczego celem ,zmarnowania ich
gtoséw”.

@ famaniu naturalnych skupisk zwolennikéw jednej z partii i
rozdzielaniu ich pomiedzy okregi, w ktérych wiekszos¢ ma
druga z partii.

W rezultacie stosowania tych dwéch metod, jedna z partii wygrywa

z duza przewaga w niewielu okregach, a druga - z matg przewaga w
wielu okregach.
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O co chodzi? N czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gerrymandering - przyktad
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Rozwazmy region, w ktérym mamy rozdzieli¢ 9 mandatéw w
réwnych okregach, a wyborcy dzielg sie na 50 zwolennikéw partii |
(czerwone krzyzyki) oraz 31 popierajacych partie Il (niebieskie
kétka).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gerrymandering - przyktad
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Rozwazmy region, w ktérym mamy rozdzieli¢ 9 mandatéw w
réwnych okregach, a wyborcy dzielg sie na 50 zwolennikéw partii |
(czerwone krzyzyki) oraz 31 popierajacych partie Il (niebieskie
kétka). Proporcjonalnie, partia Il powinna otrzymaé w tym regionie
3-4 mandaty, a partia | 5-6 mandatéw.
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O co chodzi?

Gerrymandering - przyktad
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Dzieki ,pakowaniu”, partia Il
wygrywa wybory wiekszoscig 6:3
mandatéw.
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O co chodzi? W cz obl Reguty prawne i matematyzacj ~Niemozliwe

Gerrymandering - przyktad
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B el Wclemesi B2 zdobywa wszystkie mandaty.

mandatdéw.
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O co chodzi? W cz obl Reguty prawne i matematyzacj ~Niemozliwe

Gerrymandering - przyktad
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Dzigki ,,pakol\)/vanlu:iartlfl.ll Dzieki ,tamaniu”, partia |
B el Wclemesi B2 zdobywa wszystkie mandaty.

mandatoéw. _ o
Ale czy zdarza sie to w rzeczywistosci?

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Grzegorz Kosiorowski




O co chodzi? W czym problem? uty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Pierwszy gerrymandering

THE GERRY-MANDER.

A new species of Monster, which appeared in Essex South District in Jan. 1812,




O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Pierwszy gerrymandering

W 1812 roku gubernator Massachussetts z ramienia Partii
Demokratyczno-Republikanskiej, Elbridge Gerry, zatwierdzit podziat
stanu na okregi wyborcze o dziwnych ksztattach, majace zapewni¢
jego stronnikom zwyciestwo w nastepnych wyborach.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Pierwszy gerrymandering

W 1812 roku gubernator Massachussetts z ramienia Partii
Demokratyczno-Republikanskiej, Elbridge Gerry, zatwierdzit podziat
stanu na okregi wyborcze o dziwnych ksztattach, majace zapewni¢
jego stronnikom zwyciestwo w nastepnych wyborach. W
odpowiedzi, Boston Gazette poréwnata jeden z okregéw do
mitycznego potwora - salamandry - tworzac nazwe gerry-mander.
W konsekwencji, odtad taki proceder okreslany jest jako
gerrymandering.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Pierwszy gerrymandering

W 1812 roku gubernator Massachussetts z ramienia Partii
Demokratyczno-Republikanskiej, Elbridge Gerry, zatwierdzit podziat
stanu na okregi wyborcze o dziwnych ksztattach, majace zapewni¢
jego stronnikom zwyciestwo w nastepnych wyborach. W
odpowiedzi, Boston Gazette poréwnata jeden z okregéw do
mitycznego potwora - salamandry - tworzac nazwe gerry-mander.
W konsekwencji, odtad taki proceder okreslany jest jako
gerrymandering.

Przyktady z kolejnych slajdéw pochodza z réznych wyboréw w USA
z XXI wieku, gdyz tam ten problem jest najlepiej zbadany, ale
podobne sytuacje s3 czeste w wiekszosci panstw korzystajacych z
takiego systemu wyborczego (mapy ze strony rangevoting.org).
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O co chodzi?

Arizona

Arizona Congressional Districts - 8 Districts Total
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O co chodzi?

Massachussetts

Boston

MASSACHUSETTS

4:“4 -

Grzegorz Kosiorowski

Congressional Districts

2004
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O co chodzi? W czym problem?

Teksas

Reguty prawne i matematyzacja

»Niemozliwe” twierdzenie

20
N

San Antonio

! gCorpus Christi

Grzegorz Kosiorowski

Geometria - wrég demokracji

®
Houston ¢

2004

San Antonio

®
Houston '

Cormtis Chiisti

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie




O co chodzi?

Kalifornia

LOS ANGELES
CALIFORNIA

Congressional Districts
2004
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O co chodzi?

Tennessee

czym problem?

Reguty prawr

matematyzacja »Niemo

Tennessee Congressional Districts - 9 Districts Total
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O co chodzi?

Chicago, lllinois

CHICAGO
ILLINOIS

Congressional Districts
2004
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O co chodzi? czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” tw

Karolina Pétnocna i Floryda

Winitir Seli

North Cirblina
12 Congasssional District -

- 3rd Congressional Distric
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O co chodzi?

Obwéd 18, Grodzisk Mazowiecki

Grzegorz Kosiorows




O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matem

Konsekwencje gerrymanderingu

@ Skrajny brak przetozenia preferencji obywateli na wynik
wyboréw.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matem

Konsekwencje gerrymanderingu

@ Skrajny brak przetozenia preferencji obywateli na wynik
wyboréw.

@ Poczucie zmarnowanego gtosu i w rezultacie zniechecenie do
polityki.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Konsekwencje gerrymanderingu

@ Skrajny brak przetozenia preferencji obywateli na wynik
wyboréw.

@ Poczucie zmarnowanego gtosu i w rezultacie zniechecenie do
polityki.

@ Rozmycie odpowiedzialnosci wybieranych wobec wyborcéw
(,Politycy wybieraja wyborcow”).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Konsekwencje gerrymanderingu

@ Skrajny brak przetozenia preferencji obywateli na wynik
wyboréw.

@ Poczucie zmarnowanego gtosu i w rezultacie zniechecenie do
polityki.

@ Rozmycie odpowiedzialnosci wybieranych wobec wyborcéw
(,Politycy wybieraja wyborcow”).

@ Zabetonowanie sceny politycznej (L. Gutierrez, przedstawiciel
okregu 4 w Chicago 1993-2019, w Tennessee nikt nie ,stracit
stotka” w latach 1980-2005).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Konsekwencje gerrymanderingu

Skrajny brak przetozenia preferencji obywateli na wynik

wyboréw.

@ Poczucie zmarnowanego gtosu i w rezultacie zniechecenie do
polityki.

@ Rozmycie odpowiedzialnosci wybieranych wobec wyborcéw
(,Politycy wybieraja wyborcow”).

@ Zabetonowanie sceny politycznej (L. Gutierrez, przedstawiciel

okregu 4 w Chicago 1993-2019, w Tennessee nikt nie ,stracit
stotka” w latach 1980-2005).

e Efekt ,perpetuum mobile” - wybrani dzieki gerrymanderingowi
czesto maja wptyw na decyzje o podziale na okregi w
kolejnych kadencjach.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

O gerrymanderingu

Gerrymanderingiem zajmowaty (i zajmuja) sie najszacowniejsze
instytucje i najwicksze autorytety:

@ Sady stanowe i Sad Najwyzszy USA.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

O gerrymanderingu

Gerrymanderingiem zajmowaty (i zajmuja) sie najszacowniejsze
instytucje i najwicksze autorytety:
@ Sady stanowe i Sad Najwyzszy USA.

@ Metric Geometry and Gerrymandering Group w Bostonie.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

O gerrymanderingu

Gerrymanderingiem zajmowaty (i zajmuja) sie najszacowniejsze
instytucje i najwicksze autorytety:

@ Sady stanowe i Sad Najwyzszy USA.

@ Metric Geometry and Gerrymandering Group w Bostonie.

° A‘l‘s .Jak wykry¢ salamandre” (Anna ten, Marcin
Michorzewski), A?g »Salamandry buszuja w JOWach”
(Andrzej Dabrowski).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niem ve” twierdzenie

Wykrywanie gerrymanderingu

e Gerrymandering jest jak pornografia...
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matem

Wykrywanie gerrymanderingu

e Gerrymandering jest jak pornografia...

@ ...ale istnieja3 matematyczne miary zaburzenia zaréwno ksztattu
okregéw jak i rezultatu gtosowania.
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Wykrywanie gerrymanderingu

e Gerrymandering jest jak pornografia...

@ ...ale istnieja3 matematyczne miary zaburzenia zaréwno ksztattu
okregéw jak i rezultatu gtosowania.

@ Mozna réwniez udowodni¢ manipulacje metodami
statystycznymi...
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Wykrywanie gerrymanderingu

e Gerrymandering jest jak pornografia...

@ ...ale istnieja3 matematyczne miary zaburzenia zaréwno ksztattu
okregéw jak i rezultatu gtosowania.

@ Mozna réwniez udowodni¢ manipulacje metodami
statystycznymi...

@ ...i te matematyczne metody coraz czesciej s akceptowane w

sadach, prowadzac do poprawiania najbardziej patologicznych
sytuacji (Wisconsin, Pensylwania, Arizona, Karolina Pétnocna).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja

Problemy z wykrywaniem gerrymanderingu

e Czasami gerrymandering jest legalny i uzywany ,w dobrych
intencjach” (tzw. majority-minority districts).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Problemy z wykrywaniem gerrymanderingu

e Czasami gerrymandering jest legalny i uzywany ,w dobrych
intencjach” (tzw. majority-minority districts).

@ Jednak nawet wtedy skutki bywaja odwrotne do zamierzonych
(Cameron, Epstein, O'Halloran, 1996).
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@ Czasami gerrymandering jest legalny i uzywany ,w dobrych
intencjach” (tzw. majority-minority districts).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Problemy z wykrywaniem gerrymanderingu

@ Czasami gerrymandering jest legalny i uzywany ,w dobrych
intencjach” (tzw. majority-minority districts).

@ Zaréwno stochastyczne, jak i deterministyczne metody musza
by¢ przedstawione tak, by nawet prawnicy mogli je zrozumieé...
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Problemy z wykrywaniem gerrymanderingu

@ Czasami gerrymandering jest legalny i uzywany ,w dobrych
intencjach” (tzw. majority-minority districts).

@ Zaréwno stochastyczne, jak i deterministyczne metody musza
by¢ przedstawione tak, by nawet prawnicy mogli je zrozumieé...

@ ...a takze trzeba przedstawi¢ alternatywne rozwigzanie,
gwarantujace lepsze efekty.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Préby rozwiazania systemowego

@ Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Préby rozwiazania systemowego

@ Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.

w@@ Pq&

@ Niepraktyczne ze wzgledéw geograficzno-kulturowych, ale z
mozliwo$ciami poprawy.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Préby rozwiazania systemowego

@ Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Préby rozwiazania systemowego

@ Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.

@ Algorytmy stochastyczne (niezbyt lubiane przez prawnikéw).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Préby rozwiazania systemowego

@ Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.
@ Algorytmy stochastyczne (niezbyt lubiane przez prawnikéw).

@ Algorytm teoriogrowy oparty na protokotach podziatu tortu
(Dingli Yu, Pegden, Procaccia 2017).

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Grzegorz Kosiorowski

Geometria - wrég demokracji



O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Proste reguty prawne...

Prawne rozstrzygniecia wskazuja, ze aby unikna¢ patologicznych
efektéw tworzenia okregéw wyborczych, wystarczy kierowac sie
trzema prostymi regutami:
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Proste reguty prawne...

Prawne rozstrzygniecia wskazuja, ze aby unikna¢ patologicznych
efektéw tworzenia okregéw wyborczych, wystarczy kierowac sie
trzema prostymi regutami:
o (Réwnos¢) Okregi wyborcze powinny sktadac¢ sie z mniej wiecej
tej samej liczby gtosujacych (decyzje Sadu Najwyzszego USA z
lat 1960-tych np. Avery vs Midland County, Gray vs Sanders).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Proste reguty prawne...

Prawne rozstrzygniecia wskazuja, ze aby unikna¢ patologicznych
efektéw tworzenia okregéw wyborczych, wystarczy kierowac sie
trzema prostymi regutami:

o (Réwnos¢) Okregi wyborcze powinny sktadac¢ sie z mniej wiecej
tej samej liczby gtosujacych (decyzje Sadu Najwyzszego USA z
lat 1960-tych np. Avery vs Midland County, Gray vs Sanders).

o (Ksztatt) Kazdy z okregéw wyborczych powinien mieé
wystarczajaco ,normalny” ksztatt (Cooper vs Harris, 2017).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Proste reguty prawne...

Prawne rozstrzygniecia wskazuja, ze aby unikna¢ patologicznych
efektéw tworzenia okregéw wyborczych, wystarczy kierowac sie
trzema prostymi regutami:

o (Réwnos¢) Okregi wyborcze powinny sktadac¢ sie z mniej wiecej
tej samej liczby gtosujacych (decyzje Sadu Najwyzszego USA z
lat 1960-tych np. Avery vs Midland County, Gray vs Sanders).

o (Ksztatt) Kazdy z okregéw wyborczych powinien mieé
wystarczajaco ,normalny” ksztatt (Cooper vs Harris, 2017).

@ (Sprawiedliwo$¢) Mandaty powinny by¢ rozdzielone w
przyblizeniu proporcjonalnie do liczby gtoséw na kazda z partii,
w szczegdlnosci liczba ,,zmarnowanych” gltoséw z obu stron
powinna by¢ podobna (Gill vs Whitford, 2017).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Proste reguty prawne...

Prawne rozstrzygniecia wskazuja, ze aby unikna¢ patologicznych
efektéw tworzenia okregéw wyborczych, wystarczy kierowac sie
trzema prostymi regutami:

o (Réwnos¢) Okregi wyborcze powinny sktadac¢ sie z mniej wiecej
tej samej liczby gtosujacych (decyzje Sadu Najwyzszego USA z
lat 1960-tych np. Avery vs Midland County, Gray vs Sanders).

o (Ksztatt) Kazdy z okregéw wyborczych powinien mieé
wystarczajaco ,normalny” ksztatt (Cooper vs Harris, 2017).

@ (Sprawiedliwo$¢) Mandaty powinny by¢ rozdzielone w
przyblizeniu proporcjonalnie do liczby gtoséw na kazda z partii,
w szczegdlnosci liczba ,,zmarnowanych” gltoséw z obu stron
powinna by¢ podobna (Gill vs Whitford, 2017).

Ale czy na pewno te reguty sie da spetni¢?
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja

Matematyzacja problemu: definicja

Dla uproszczenia i bez utraty ogdlnosci, rozwazamy kraj w ksztatcie
kwadratu S = [0, 1]°.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: definicja

Dla uproszczenia i bez utraty ogdlnosci, rozwazamy kraj w ksztatcie
kwadratu S = [0, 1]?. Zatézmy, ze znamy preferencje gtosujacych i
zawarte w tym kwadracie zbiory A i B - pofozenia gtosujacych na
partie | i Il.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: definicja

Dla uproszczenia i bez utraty ogdlnosci, rozwazamy kraj w ksztatcie
kwadratu S = [0, 1]?. Zatézmy, ze znamy preferencje gtosujacych i
zawarte w tym kwadracie zbiory A i B - pofozenia gtosujacych na
partie | i Il. Celem jest podziat S na k okregéw wyborczych.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: definicja

Dla uproszczenia i bez utraty ogdlnosci, rozwazamy kraj w ksztatcie
kwadratu S = [0, 1]?. Zatézmy, ze znamy preferencje gtosujacych i
zawarte w tym kwadracie zbiory A i B - pofozenia gtosujacych na
partie | i Il. Celem jest podziat S na k okregéw wyborczych.

System podziatu

Systemem podziatu (districting system) nazywamy funkcje f ktéra
kazdej tréjce (A, B, k) € (2°)? x N przypisuje k-elementowy
podziat zbioru S tj. rodzine roztacznych zbioréw {Ds, Ds, ..., Dx}
takich, ze DU D, U...U D, = S.

Tak naprawde wystarcza rozwazaé k z pewnego zakresu zadanego
przez ordynacje wyborcza.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja

Matematyzacja problemu: uzasadnienie zatozen

Whbrew pozorom, zatozenia z poprzedniego slajdu s3 realistyczne:
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: uzasadnienie zatozen

Whbrew pozorom, zatozenia z poprzedniego slajdu s3 realistyczne:

o Kazdy kraj mozna wpisa¢ w kwadrat i podziat tego kwadratu
na okregi automatycznie wygeneruje podziat kraju.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: uzasadnienie zatozen

Whbrew pozorom, zatozenia z poprzedniego slajdu s3 realistyczne:
o Kazdy kraj mozna wpisa¢ w kwadrat i podziat tego kwadratu
na okregi automatycznie wygeneruje podziat kraju.
@ Preferencje gtosujacych i ich lokalizacja moga by¢ (i sa!)
szacowane na podstawie spiséw powszechnych oraz
poprzednich wynikéw gtosowan.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: uzasadnienie zatozen

Whbrew pozorom, zatozenia z poprzedniego slajdu s3 realistyczne:
o Kazdy kraj mozna wpisa¢ w kwadrat i podziat tego kwadratu
na okregi automatycznie wygeneruje podziat kraju.
@ Preferencje gtosujacych i ich lokalizacja moga by¢ (i sa!)
szacowane na podstawie spiséw powszechnych oraz
poprzednich wynikéw gtosowan.

Jak zmatematyzowa¢ zatozenia, ktére powinny spetnia¢ wartosci
funkgji systemu podziatu, czyli podziaty wyborcze?
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: réwnos¢ okregéw

Zatozenie o tym, ze liczba gtosujacych w kazdym okregu powinna
by¢ mniej wiecej taka sama mozemy zapisa¢ nastepujaco:

Kryterium réwnosci

Istnieje 0 € [0, 1) takie, ze:

(1_5){’“:3'

dla kazdego i € {1,2,..., k).

J <|[(AUB)ND;| < (1+9) PAUBF‘

k
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: réwnos¢ okregéw

Zatozenie o tym, ze liczba gtosujacych w kazdym okregu powinna
by¢ mniej wiecej taka sama mozemy zapisa¢ nastepujaco:

Kryterium réwnosci
Istnieje 0 € [0, 1) takie, ze:

AU B|
k

J <|[(AUB)ND;| < (1+9) PAUBF‘

1-5)| /

dla kazdego i € {1,2,..., k).

W praktyce chcemy, zeby 6 byto odpowiednio mate.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: wskaznik Polsby'ego-Poppera

Miara ,normalnosci ksztattu” okregu wyborczego to:

Wskaznik Polsby’ego-Poppera

Wskaznikiem Polsby’'ego-Poppera (PP) dla okregu wyborczego D;
nazywamy

B 41| D;|
~ |oD;|?’

gdzie |0D;| oznacza obwéd obszaru D;, a |D;j| - jego pole.
Z kolei wskaznikiem PP dla catego podziatu wyborczego nazywamy:

C;

C= min (.
i€{1,2,...k}
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czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »N " twierdzenie

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - wtasnosci i uwagi
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - wtasnosci i uwagi

o 47| D;|
" |oD;|?

e C; mozna interpretowac jako stosunek pola powierzchni okregu
wyborczego do pola powierzchni kota o obwodzie réwnym jego
obwodowi. Zawsze C; < 1, przy czym réwnos¢ zachodzi tylko
dla okregu wyborczego w ksztatcie kota (nieréwnosé
izoperymetryczna).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - wtasnosci i uwagi

~_ 4n|Dil
" |oDj)?

e C; mozna interpretowac jako stosunek pola powierzchni okregu
wyborczego do pola powierzchni kota o obwodzie réwnym jego
obwodowi. Zawsze C; < 1, przy czym réwnos¢ zachodzi tylko
dla okregu wyborczego w ksztatcie kota (nieréwnosé
izoperymetryczna).

@ Okreslenie obwodu okregu wyborczego moze by¢ nieprecyzyjne
i zaleze¢ od skali mapy (efekt fraktalny).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - wtasnosci i uwagi

o 47| D;|
" |oD;|?

e C; mozna interpretowac jako stosunek pola powierzchni okregu
wyborczego do pola powierzchni kota o obwodzie réwnym jego
obwodowi. Zawsze C; < 1, przy czym réwnos¢ zachodzi tylko
dla okregu wyborczego w ksztatcie kota (nieréwnosé
izoperymetryczna).

@ Okreslenie obwodu okregu wyborczego moze by¢ nieprecyzyjne
i zaleze¢ od skali mapy (efekt fraktalny).

@ Dazymy do tego, by wskaznik PP byt mozliwie duzy dla
podziatéw wyborczych naszego systemu podziatéw i to bedzie
dla nas definiowaé ,niedziwnos¢” podziatu.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - wtasnosci i uwagi

o 47| D;|
" |oD;|?

e C; mozna interpretowac jako stosunek pola powierzchni okregu
wyborczego do pola powierzchni kota o obwodzie réwnym jego
obwodowi. Zawsze C; < 1, przy czym réwnos¢ zachodzi tylko
dla okregu wyborczego w ksztatcie kota (nieréwnosé
izoperymetryczna).

@ Okreslenie obwodu okregu wyborczego moze by¢ nieprecyzyjne
i zaleze¢ od skali mapy (efekt fraktalny).

@ Dazymy do tego, by wskaznik PP byt mozliwie duzy dla
podziatéw wyborczych naszego systemu podziatéw i to bedzie
dla nas definiowaé ,niedziwnos¢” podziatu.

@ Inne zatozenia ,niedziwnosci” (np. spéjnosé) - pézniej.
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Reguty prawne i matematyzacja

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - przyktad
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Reguty prawne i matematyzacja

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - przyktad

~Naturalny” ksztatt okregu wyborczego po lewej ma wskaznik PP
réwny 7. Wskaznik PP ,zmanipulowanego” okregu po prawej
(cztery obszary potaczone niewielkim tacznikiem) jest istotnie
mniejszy niz 7.
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Reguty prawne i matematyzacja ~Niemozliwe

O co choc

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - przyktady

o[0 X X 0 X[Xx X X 00X X 0 X[x[x x
0 X[X|0 0 X Oo[x]|x 0 X X[o o x o|x X
X X[X X X X X X|x X X X|X X X X|X X
oxxxooo|ix 0 X X[X 0 0[O x X
0 olo x|o 0o o X|x 0 00X 00[0 X X
0 00 x[x x[o[x x 0O OO[X X X|0 X X
lo[x x x[x x ofx x 0O X X X X X|o x X
0 X 0[O0 O X[X X X O X0OOOX X XX
ooo|jxxxxx 0O 000X X X XX

W obydwu wypadkach wskaznik PP podziatu wynosi 0,097 = 0, 28.
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D co chodzi? Reguty prawne i matematyzacja

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - przyktady

o o0 o|lo o|o x|o ©
o x x|o o|x x|x o
O O xX|O O|x X|X x
O 0 x|x x|x x|0 x
< o x|x[o|o[<[o]o|
X X XX 0|0 x|x x
X X O|O 0|0 x|O0 x
x X x|x x|x x|[x x
x X X|x x|x x|x x

Podziat o proporcjonalnym
wyniku z C = %w ~ 0,58.
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Reguty prawne i matematyzacja ~Niemozliwe

O co choc

Wskaznik Polsby'ego-Poppera - przyktady

0 0 X[X 0 X[X X X
OOXX’ﬂXXXX 0 X X|o o x|o x x
0 XX ofoxoxx X X XX x xIx x x
XXXX\L‘XXXX 0O X X|[X 0 0|0 X X
0 X X X 0|00 X X 0o0o0lx oolox x
OOOX\E‘OOXX 0 00X X X |0 X X
000 X X|X 0 X X o X xTX X X o X X
0 X X|X X X|]O X X o xo0looxlxx x
0 X000 0X|X X X 6 00lox xIx x x
0 00[0 X X|X X X

Ale mniej proporcjonalny wynik
. o otrzymujemy przy lepszym
wyniku z € = gg7 ~ 0,58. wskazniku PP: T ~ 0, 79.

Podziat o proporcjonalnym
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywnosci

Jak zmierzy¢ efekty podziatu?
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywnosci

Jak zmierzy¢ efekty podziatu?

o Luka efektywnosci to wzgledna réznica gtoséw zmarnowanych,
padajacych na obie partie.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywnosci

Jak zmierzy¢ efekty podziatu?

o Luka efektywnosci to wzgledna réznica gtoséw zmarnowanych,
padajacych na obie partie.

o Gtosy zmarnowane: gtosy na osobe, ktéra nie zdobywa
mandatu oraz glosy na zwyciezce powyzej progu 50%.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywnosci

Jak zmierzy¢ efekty podziatu?

o Luka efektywnosci to wzgledna réznica gtoséw zmarnowanych,
padajacych na obie partie.

o Gtosy zmarnowane: gtosy na osobe, ktéra nie zdobywa
mandatu oraz glosy na zwyciezce powyzej progu 50%.

@ Zawsze okoto potowa gloséw jest zmarnowana, ale rézny jest
ich podziat pomiedzy kandydatéw réznych partii. Oznaczamy
przez wa; i wg ; gtosy zmarnowane, ktére padty odpowiednio
na partie | i Il.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywnosci

Luka efektywnosci zostata zdefiniowana przez Stephanopolousa i
Mc Ghee (2015):

Luka efektywnosci

k
1
EG(Dy,Dy,..., Dk, A B) = AUBl > (wai— wa,i)
i=1
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywnosci

Luka efektywnosci zostata zdefiniowana przez Stephanopolousa i
Mc Ghee (2015):

Luka efektywnosci

k
1
EG(Dy,Dy,..., Dk, A B) = AUBl > (wai— wa,i)
i=1

EG zawsze zawiera si¢ w przedziale [—3, 3]. Wartosci w poblizu
zera wskazuja na w miare sprawiedliwy podziat wyborczy, wartosci
dodatnie oznaczaja, ze podziat sprzyja partii Il, a wartosci ujemne -
ze partii |.
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Reguty prawne i matematyzacja
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O co chodzi? V ym prol Reguty prawne i matematyzacja

Luka efektywnosci: przyktad

x o x|x[|ofx[o]o
X X XX 0|0 x|x x
X X O|0 O|0 xX|O x
X X X|[x x|x x|x x
X X X|[x x[x x|x x

O o o|lo o|o x|o o
o x x|o o|x x|x o
O O xX|O O|x X|x x
O O x[x x|x x|o x

Podziat o proporcjonalnym
wyniku z EG = 208_116 ~ 0,05.
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D co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja ~Niemozliwe

Luka efektywnosci: przyktad

ooxx’ﬂxxxx
oxxoloxox x 0 O X[X O X[X X X
X X X XX X X X X 0 X X|0 0 x|0o X X
oxxx\?\ooxx X X X|[X X X|X X X
5 00 X100 0 X X O X X|X 0 0|0 X X
ooox\ﬂxoxx 0 0OO|X O 0|0 X X
o x xIx x xTo x x 0 00X X X |0 X X
o xolooxlx x x 0O X X[X X X [0 X X
0 oolo x x|x x x 0 X0|0 OX|[X X X
0 000 X X [X X X
Podziat o proporcjonalnym 15 21
EG = ~ —0,07.

wyniku z EG = 20 16 ~ 0,05.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja

Luka efektywnosci: problem

Stephanopoulos i McGhee sugerowali, ze
|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie powinien przekracza¢ 0,08 bez
istotnego uzasadnienia.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Luka efektywnosci: problem

Stephanopoulos i McGhee sugerowali, ze

|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie powinien przekracza¢ 0,08 bez
istotnego uzasadnienia. Jednakze, Sciste ograniczenie na
|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie sprawdza sie ono przy duzej
dysproporcji poparcia obu partii.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Luka efektywnosci: problem

Stephanopoulos i McGhee sugerowali, ze

|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie powinien przekracza¢ 0,08 bez
istotnego uzasadnienia. Jednakze, Sciste ograniczenie na

|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie sprawdza sie ono przy duzej
dysproporcji poparcia obu partii. tagodniejsze wymaganie: dla
kazdego 3 > 0 chcemy, zeby istniato « € (0, %) (formalnie zalezne
of 3) takie, ze jesli tylko ||A| — |B|| < B|AU B to:

1
EG(Dy,..., D] < 5 —a.

Grzegorz Kosiorowski Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Geometria - wrég demokracji



O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Luka efektywnosci: problem

Stephanopoulos i McGhee sugerowali, ze

|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie powinien przekracza¢ 0,08 bez
istotnego uzasadnienia. Jednakze, Sciste ograniczenie na

|EG(Dy, Ds, ..., Dy, A, B)| nie sprawdza sie ono przy duzej
dysproporcji poparcia obu partii. tagodniejsze wymaganie: dla
kazdego 3 > 0 chcemy, zeby istniato « € (0, %) (formalnie zalezne
of 3) takie, ze jesli tylko ||A| — |B|| < B|AU B to:

1
|[EG(Dy,...,Dy)| < 5~
Dla zadanego 3 korzystne jest mozliwie duze a.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: podsumowanie

Podsumowujac, by dopasowaé funkcje systemu podziatu do
minimalnych wymagan prawnych, wszystkie podziaty przez nia
generowane (tj. dla dowolnych A, B, k) powinny spetnia¢
nastepujace warunki:

Grzegorz Kosiorowski Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Geometria - wrég demokracji



O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: podsumowanie

Podsumowujac, by dopasowaé funkcje systemu podziatu do
minimalnych wymagan prawnych, wszystkie podziaty przez nia
generowane (tj. dla dowolnych A, B, k) powinny spetnia¢
nastepujace warunki:
@ (1) Istnieje 6 € [0, 1) takie, ze:
(1-9) L'AUBij <|(AUB)N Dy < (1 +46) [‘AUB‘] dla
kazdego i € {1,2,..., k) (sugerowane § < 0, 2).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: podsumowanie

Podsumowujac, by dopasowaé funkcje systemu podziatu do
minimalnych wymagan prawnych, wszystkie podziaty przez nia
generowane (tj. dla dowolnych A, B, k) powinny spetnia¢
nastepujace warunki:

@ (1) Istnieje 6 € [0, 1) takie, ze:
(1-9) L'AUBij <|(AUB)N Dy < (1 +46) [‘AUB‘] dla
kazdego i € {1,2,..., k) (sugerowane § < 0, 2).

@ (2) Istnieje v takie, ze dla kazdego podziatu wyborczego
(D1, ..., Dx), jego wskaznik Polsby’ego-Poppera
C(Dx,...,Dk) >~ (sugerowane v > 0, 2).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja

Matematyzacja problemu: podsumowanie

Podsumowujac, by dopasowaé funkcje systemu podziatu do
minimalnych wymagan prawnych, wszystkie podziaty przez nia
generowane (tj. dla dowolnych A, B, k) powinny spetnia¢
nastepujace warunki:

@ (1) Istnieje 6 € [0, 1) takie, ze:
(1-9) L'AUBij <|(AUB)N Dy < (1 +46) [‘AUB‘] dla
kazdego i € {1,2,..., k) (sugerowane § < 0, 2).

@ (2) Istnieje v takie, ze dla kazdego podziatu wyborczego
(D1, ..., Dx), jego wskaznik Polsby’ego-Poppera
C(Dy,...,Dx) >~ (sugerowane v >0,2).

e (3) Istnlejq a €(0,3), 8> 0, takie, ze
I|A| - |B]| < B]AU B\ = |EG(Dy,...,Dy)| < 3 — o
(sugerowane np. a > 0,42 dla 5 < %)
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: cel

~Minimalistyczny” cel, ktéry bedzie punktem wyjsciowym tworzenia
~sprawiedliwych” syteméw podziatu wyborczego:

Przy zadanym maksymalnym i minimalnym k (zwykle wynika z
ordynacji wyborczej), wystarczy ustali¢ maksymalng wartos¢ ¢,
minimalng wartos¢ -y oraz ograniczenie na minimalne o w
zaleznosci od 3, by dla dowolnych zbioréw A i B warunki (1), (2) i
(3) byty spetnione...
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Matematyzacja problemu: cel

~Minimalistyczny” cel, ktéry bedzie punktem wyjsciowym tworzenia
~sprawiedliwych” syteméw podziatu wyborczego:

Przy zadanym maksymalnym i minimalnym k (zwykle wynika z
ordynacji wyborczej), wystarczy ustali¢ maksymalng wartos¢ ¢,
minimalng wartos¢ -y oraz ograniczenie na minimalne o w
zaleznosci od 3, by dla dowolnych zbioréw A i B warunki (1), (2) i
(3) byty spetnione...

... potem mozna narzuci¢ dodatkowe wymagania.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gdyby nie ta matematyka...

Niestety, okazuje sie, ze nawet te minimalne zatozenia, natozone na
systemy podziatu wyborczego, s3 niemozliwe do spetnienia. W
2017 roku, Boris Alexeev i Dustin Mixon udowodnili nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb o, 8,7, , k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}%_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Gdyby nie ta matematyka...

Niestety, okazuje sie, ze nawet te minimalne zatozenia, natozone na
systemy podziatu wyborczego, s3 niemozliwe do spetnienia. W
2017 roku, Boris Alexeev i Dustin Mixon udowodnili nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb o, 8,7, , k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}%_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

|dea dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb o, 8,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D,-}f-‘:1 co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

|dea dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb o, 8,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D,-}f-‘:1 co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.

W celu wykazania twierdzenia, rozwazana bedzie ,,jednorodna
mieszanina” wyborcéw, o minimalne] przewadze gtoséw A nad B
(warunek na f3).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

|dea dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb o, 8,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D,-}f-‘:1 co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.

W celu wykazania twierdzenia, rozwazana bedzie ,,jednorodna
mieszanina” wyborcéw, o minimalne] przewadze gtoséw A nad B
(warunek na ). W takiej sytuacji, kazdy okrag wyborczy o
stypowym” (w sensie warunku (2)) ksztatcie bedzie gwarantowat
zwyciestwo kandydata partii |, co bedzie skutkowato luka
efektywnosci dowolnie bliska %
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb «, 3,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}*_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb «, 3,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}*_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.

Dzielimy S na n? réwnych kwadracikéw o boku % (n dobieramy

odpowiednio duze).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb «, 3,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}*_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.

Dzielimy S na n? réwnych kwadracikéw o boku % (n dobieramy

odpowiednio duze). Potozenie wyborcéw jest dane jako krata taka,
ze w kazdym kwadraciku jest /2> wyborcéw.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb «, 3,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}*_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.

Dzielimy S na n? réwnych kwadracikéw o boku % (n dobieramy

odpowiednio duze). Potozenie wyborcéw jest dane jako krata taka,
ze w kazdym kwadraciku jest /> wyborcéw. Zbiory Ai B
konstruujemy tak, by kazdy kwadracik zawierat a wyborcéw w
zbiorze A i b wyborcéw w zbiorze B (a4 b = I?).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Twierdzenie o niemozliwosci

Dla kazdych zadanych liczb «, 3,7, 6, k (z odpowiednich zakreséw
liczb) istnieja A, B € [0, 1]? takie, ze dla kazdego podziatu
wyborczego {D;}*_; co najmniej jeden z warunkéw: réwnosci
obszaréw (1), normalnosci ksztattu (2) lub sprawiedliwosci w
rozdziale zmarnowanych gtoséw (3) nie jest spetniony.

Dzielimy S na n? réwnych kwadracikéw o boku % (n dobieramy

odpowiednio duze). Potozenie wyborcéw jest dane jako krata taka,
ze w kazdym kwadraciku jest /> wyborcéw. Zbiory Ai B
konstruujemy tak, by kazdy kwadracik zawierat a wyborcéw w
zbiorze A i b wyborcéw w zbiorze B (a4 b = /?). Oczywiscie,

a > b (doktadna relacje ustalimy pézniej).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzac;j: »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Rozwazmy dowolny podziat wyborczy (Dx, ..., Dk), spetniajac
warunki réwnosci i1 normalnosci ksztattu.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Rozwazmy dowolny podziat wyborczy (Dx, ..., Dk), spetniajac
warunki réwnos$ci 1 normalnosci ksztattu. Ustalamy / i zauwazamy,
ze kazdy kwadracik przez ktéry przechodzi OD; zawarty jest w

g—otoczce oD;,

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
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~Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Rozwazmy dowolny podziat wyborczy (Dx, ..., Dk), spetniajac
warunki réwnos$ci 1 normalnosci ksztattu. Ustalamy / i zauwazamy,
ze kazdy kwadracik przez ktéry przechodzi OD; zawarty jest w
?—otoczce 0D;, ktérej pole powierzchni to nie wiecej niz

?\8&-\ <F %
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracikéw zawierajacych OD; jest nie wieksze niz
219D, + 2%

n2:
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzac;j: »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracikéw zawierajacych OD; jest nie wieksze niz
?\HD,-\ o i—’; stad jest ich nie wiecej niz d = n\/2|0D;| + 2.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracikéw zawierajacych OD; jest nie wieksze niz
?\HD,-\ o i—’; stad jest ich nie wiecej niz d = nv/2|0D;| + 27. D;
zawiera co najwyzej n®|D;|, a co najmniej n?|D;| — d kwadracikéw.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracikéw zawierajacych OD; jest nie wieksze niz
?\8&-\ o i—’; stad jest ich nie wiecej niz d = nv/2|0D;| + 27. D;
zawiera co najwyzej n®|D;|, a co najmniej n?|D;| — d kwadracikéw.
Stad liczba gtoséw na partie | w tym okregu spetnia zaleznos¢:

|ANDj| >
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracikéw zawierajacych OD; jest nie wieksze niz
?\8&-\ o i—’; stad jest ich nie wiecej niz d = nv/2|0D;| + 27. D;
zawiera co najwyzej n®|D;|, a co najmniej n?|D;| — d kwadracikéw.
Stad liczba gtoséw na partie | w tym okregu spetnia zaleznos¢:

|AN D;| > a(n?|D;| — d);

, a liczba gtoséw na partie II:

’BﬂD," <
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracikéw zawierajacych OD; jest nie wieksze niz
?\8&-\ o i—’; stad jest ich nie wiecej niz d = nv/2|0D;| + 27. D;
zawiera co najwyzej n®|D;|, a co najmniej n?|D;| — d kwadracikéw.
Stad liczba gtoséw na partie | w tym okregu spetnia zaleznos¢:

|AN D;| > a(n?|D;| — d);

, a liczba gtoséw na partie II:

|B N D;| < b(n?|D;| + d).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Z warunkéw (1) i (2) wynika, ze dla odpowiednio duzego n mozna
dobra¢ ai b takie, ze c =1 — g jest dowolnie bliskie 0 i
jednoczesnie dla kazdego i b(n?|D;| + d) < a(n?|D;| — d).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Z warunkéw (1) i (2) wynika, ze dla odpowiednio duzego n mozna
dobra¢ ai b takie, ze c =1 — g jest dowolnie bliskie 0 i
jednoczeénie dla kazdego i b(n?|D;| + d) < a(n?|D;| — d). Stad
wynika, ze dla kazdego i |B N D;| < |AN D;j|, czyli w kazdym
okregu wygrywa partia .
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Z warunkéw (1) i (2) wynika, ze dla odpowiednio duzego n mozna
dobra¢ ai b takie, ze c =1 — g jest dowolnie bliskie 0 i
jednoczeénie dla kazdego i b(n?|D;| + d) < a(n?|D;| — d). Stad
wynika, ze dla kazdego i |B N D;| < |AN D;j|, czyli w kazdym
okregu wygrywa partia .

Wtedy bn? = (1 — c)an® gtoséw na partie Il jest zmarnowanych,
podczas gdy wyborcy partii | marnuja jedynie an®> — bn? = can®
gtoséw.
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Szkic dowodu

Z warunkéw (1) i (2) wynika, ze dla odpowiednio duzego n mozna
dobra¢ ai b takie, ze c =1 — g jest dowolnie bliskie 0 i
jednoczeénie dla kazdego i b(n?|D;| + d) < a(n?|D;| — d). Stad
wynika, ze dla kazdego i |B N D;| < |AN D;j|, czyli w kazdym
okregu wygrywa partia .

Wtedy bn? = (1 — c)an® gtoséw na partie Il jest zmarnowanych,
podczas gdy wyborcy partii | marnuja jedynie an®> — bn? = can®
gtoséw.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzac;j: »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zmarnowanych jest (1 — c)an? gloséw na partie Il i
an® — bn?> = can® gtoséw na partie Il.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Szkic dowodu

Zmarnowanych jest (1 — c)an? gloséw na partie Il i
an® — bn?> = can® gtoséw na partie Il. Stad:

|A]—|B\_a—b_ c
JAUB|  a+b 2-c

moze by¢ dowolnie mate, a

=p

2c -1 1
EG|=|=——|==-
E6l=I5—|=5-a

jest dowolnie bliskie L o jest sprzeczne z (3).
5 J p
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llustracja twierdzenia

Podziat zgodny z shortest
splitline algorithm prowadzi do
minimalizacji ¢ i duzego
~v>0,7, ale |[EG| > 0,38.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

llustracja twierdzenia

Podziat zgodny z shortest

splitline algorithm prowadzi do d <0,04i|EG| <0,02, ale
minimalizacji ¢ i duzego C(Ds,...,Dy) = 0,12.
v > 0,7, ale |[EG| > 0, 38.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Whioski z twierdzenia o niemozliwosci

o Kazdy system tworzenia okregéw wyborczych ma jakie$ wady
(nie oznacza to, ze jeden nie moze by¢ lepszy od innego).
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Whioski z twierdzenia o niemozliwosci

o Kazdy system tworzenia okregéw wyborczych ma jakie$ wady
(nie oznacza to, ze jeden nie moze by¢ lepszy od innego).

e W rzeczywistych sytuacjach, warunki (1), (2), (3) nadal moga
by¢ uzywane do badania okregéw wyborczych w praktyce (ale z
zachowaniem ostroznosci). W szczegélnosci, nie kazdy rozktad
glosujacych prowadzi do konfliktu miedzy tymi warunkami.
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O co chodzi? W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Whioski z twierdzenia o niemozliwosci

o Kazdy system tworzenia okregéw wyborczych ma jakie$ wady
(nie oznacza to, ze jeden nie moze by¢ lepszy od innego).

e W rzeczywistych sytuacjach, warunki (1), (2), (3) nadal moga
by¢ uzywane do badania okregéw wyborczych w praktyce (ale z
zachowaniem ostroznosci). W szczegélnosci, nie kazdy rozktad
glosujacych prowadzi do konfliktu miedzy tymi warunkami.

@ Najczesciej, im bardziej niejednorodny jest rozktad preferencji
politycznych w populacji, tym tatwiej wyznaczyé granice
okregéw wyborczych zgodne z warunkami (1), (2), (3) (acz
sama obecnos¢ ,klastréw” preferencji nie rozwiazuje problemu).
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O co chodzi?

W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

Whioski z twierdzenia o niemozliwosci

Kazdy system tworzenia okregéw wyborczych ma jakie$ wady
(nie oznacza to, ze jeden nie moze by¢ lepszy od innego).

W rzeczywistych sytuacjach, warunki (1), (2), (3) nadal moga
by¢ uzywane do badania okregéw wyborczych w praktyce (ale z
zachowaniem ostroznosci). W szczegélnosci, nie kazdy rozktad
glosujacych prowadzi do konfliktu miedzy tymi warunkami.

Najczesciej, im bardziej niejednorodny jest rozktad preferenc;i
politycznych w populacji, tym tatwiej wyznaczyé granice
okregéw wyborczych zgodne z warunkami (1), (2), (3) (acz
sama obecnos¢ ,klastréw” preferencji nie rozwiazuje problemu).

Jednorodnos¢ preferencji nie jest, jak na razie, szczegétowo
zbadana. Jednak istnieja sugestie, ze sytuacje sprzyjajace
paradoksowi sie zdarzaja (Massachussetts).
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W czym problem? Reguty prawne i matematyzacja »Niemozliwe” twierdzenie

https://rangevoting.org/GerryExamples.html

B. Alexeev, D. G. Mixon (2018). An Impossibility Theorem for
Gerrymandering, The American Mathematical Monthly,
125:10, 878-884,

M. Bernstein, M. Duchin (2017). A Formula Goes to Court:
Partisan Gerrymandering and the Efficiency Gap. Notices of
the American Mathematical Society. 64. 10.1090/noti1573.
C. Cameron, D. Epstein and S. O'Halloran (1996). Do
Majority-Minority Districts Maximize Substantive Black
Representation in Congress?, The American Political Science
Review Vol. 90, No. 4 , 794-812.

M. Pierzgalski (2015). Gerrymandering, czyli manipulowanie
struktura okregow wyborczych. Studia Socjologiczne 3 (218)
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Do poczytania

e https://www.math.cmu.edu/~wes/gerrymandering.html

e W. Pegden,A. D. Procaccia, D. Yu (2017). A partisan
districting protocol with provably nonpartisan outcomes,
https://arxiv.org/abs/1710.08781

e G.Owen, B.Grofman (1988). Optimal partisan gerrymandering.
Political geography quarterly. Vol.7 No.1, 5-22.
@ N. Stephanopoulos, E. McGhee,Partisan gerrymandering and

the efficiency gap, TheUnniversity of Chicago Law Review
(2015), 831-900.
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