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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Motto

S¡ trzy metody gªosowania. Pierwsza przez aplauz. Znaczy, »e
wszyscy gªosuj¡. Druga metoda... Kulkami. S¡ kulki czarne i
czerwone, które otrzymuje ka»dy gªosuj¡cy... Yyyy...
Przepraszam biaªe i czarne, które otrzymuje ka»dy gªosuj¡cy...
Czarna za � lub odwrotnie: czarna za... Yyyy... Czarna
przeciw � biaªa za lub odwrotnie. Jest trzecia metoda przez
podniesienie r¡k. Ta metoda jest najdoskonalsza.
� No ±wietnie, ale jak¡ metod¡ wybierzemy metod¦
gªosowania?
(z �lmu �Rejs�)
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Matematyczni wichrzyciele (MSN 45)

Nicolas de Caritat, markiz de
Condorcet

Kenneth Arrow
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Podstawowe zaªo»enia

Rozwa»amy wybory parlamentarne.

Jednomandatowe okr¦gi wyborcze: w ka»dym okr¦gu
wyborczym �zwyci¦zca bierze wszystko� (kraje anglosaskie, ale
te» Francja, Japonia, w Polsce � wybory do Senatu)

System praktycznie dwupartyjny (w mniejszym lub wi¦kszym
przybli»eniu - tzw. prawo Duvergera).

Jeste±my w stanie oszacowa¢ przekonania polityczne wyborców
w konkretnych lokalizacjach (wykonalne!).
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Gerrymandering

Jednym z charakterystycznych problemów takiego systemu
wyborczego jest tzw. gerrymandering, czyli manipulowanie
granicami okr¦gów wyborczych w celu oddania w r¦ce jednej z
partii ni» by to wynikaªo z preferencji gªosuj¡cych lub te»
naturalnego podziaªu na okr¦gi. Najcz¦±ciej polega on na:

pakowaniu jak najwi¦kszej liczby wyborców tej samej partii do
tego samego okr¦gu wyborczego celem �zmarnowania ich
gªosów�.

ªamaniu naturalnych skupisk zwolenników jednej z partii i
rozdzielaniu ich pomi¦dzy okr¦gi, w których wi¦kszo±¢ ma
druga z partii.

W rezultacie stosowania tych dwóch metod, jedna z partii wygrywa
z du»¡ przewag¡ w niewielu okr¦gach, a druga - z maª¡ przewag¡ w
wielu okr¦gach.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Gerrymandering - przykªad

Rozwa»my region, w którym mamy rozdzieli¢ 9 mandatów w
równych okr¦gach, a wyborcy dziel¡ si¦ na 50 zwolenników partii I
(czerwone krzy»yki) oraz 31 popieraj¡cych parti¦ II (niebieskie
kóªka).

Proporcjonalnie, partia II powinna otrzyma¢ w tym regionie
3-4 mandaty, a partia I 5-6 mandatów.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Gerrymandering - przykªad

Dzi¦ki �pakowaniu�, partia II
wygrywa wybory wi¦kszo±ci¡ 6:3
mandatów.

Dzi¦ki �ªamaniu�, partia I
zdobywa wszystkie mandaty.

Ale czy zdarza si¦ to w rzeczywisto±ci?
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Pierwszy gerrymandering
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Pierwszy gerrymandering

W 1812 roku gubernator Massachussetts z ramienia Partii
Demokratyczno-Republika«skiej, Elbridge Gerry, zatwierdziª podziaª
stanu na okr¦gi wyborcze o dziwnych ksztaªtach, maj¡ce zapewni¢
jego stronnikom zwyci¦stwo w nast¦pnych wyborach.

W
odpowiedzi, Boston Gazette porównaªa jeden z okr¦gów do
mitycznego potwora - salamandry - tworz¡c nazw¦ gerry-mander.
W konsekwencji, odt¡d taki proceder okre±lany jest jako
gerrymandering.
Przykªady z kolejnych slajdów pochodz¡ z ró»nych wyborów w USA
z XXI wieku, gdy» tam ten problem jest najlepiej zbadany, ale
podobne sytuacje s¡ cz¦ste w wi¦kszo±ci pa«stw korzystaj¡cych z
takiego systemu wyborczego (mapy ze strony rangevoting.org).
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Arizona
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Teksas
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Kalifornia
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Tennessee
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Chicago, Illinois
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Karolina Póªnocna i Floryda
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Obwód 18, Grodzisk Mazowiecki
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Konsekwencje gerrymanderingu

Skrajny brak przeªo»enia preferencji obywateli na wynik
wyborów.

Poczucie zmarnowanego gªosu i w rezultacie zniech¦cenie do
polityki.

Rozmycie odpowiedzialno±ci wybieranych wobec wyborców
(�Politycy wybieraj¡ wyborców�).

Zabetonowanie sceny politycznej (L. Gutierrez, przedstawiciel
okr¦gu 4 w Chicago 1993-2019, w Tennessee nikt nie �straciª
stoªka� w latach 1980-2005).

Efekt �perpetuum mobile� - wybrani dzi¦ki gerrymanderingowi
cz¦sto maj¡ wpªyw na decyzje o podziale na okr¦gi w
kolejnych kadencjach.
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O gerrymanderingu

Gerrymanderingiem zajmowaªy (i zajmuj¡) si¦ najszacowniejsze
instytucje i najwi¦ksze autorytety:

S¡dy stanowe i S¡d Najwy»szy USA.

Metric Geometry and Gerrymandering Group w Bostonie.

∆4
18 �Jak wykry¢ salamandr¦� (Anna �e«, Marcin

Michorzewski), ∆6
19 �Salamandry buszuj¡ w JOWach�

(Andrzej D¡browski).
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Wykrywanie gerrymanderingu

Gerrymandering jest jak pornogra�a...

...ale istniej¡ matematyczne miary zaburzenia zarówno ksztaªtu
okr¦gów jak i rezultatu gªosowania.

Mo»na równie» udowodni¢ manipulacj¦ metodami
statystycznymi...

...i te matematyczne metody coraz cz¦±ciej s¡ akceptowane w
s¡dach, prowadz¡c do poprawiania najbardziej patologicznych
sytuacji (Wisconsin, Pensylwania, Arizona, Karolina Póªnocna).
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Problemy z wykrywaniem gerrymanderingu

Czasami gerrymandering jest legalny i u»ywany �w dobrych
intencjach� (tzw. majority-minority districts).

Jednak nawet wtedy skutki bywaj¡ odwrotne do zamierzonych
(Cameron, Epstein, O'Halloran, 1996).
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Problemy z wykrywaniem gerrymanderingu

Czasami gerrymandering jest legalny i u»ywany �w dobrych
intencjach� (tzw. majority-minority districts).

Zarówno stochastyczne, jak i deterministyczne metody musz¡
by¢ przedstawione tak, by nawet prawnicy mogli je zrozumie¢...

...a tak»e trzeba przedstawi¢ alternatywne rozwi¡zanie,
gwarantuj¡ce lepsze efekty.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Próby rozwi¡zania systemowego

Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.

Niepraktyczne ze wzgl¦dów geogra�czno-kulturowych, ale z
mo»liwo±ciami poprawy.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Próby rozwi¡zania systemowego

Algorytmy deterministyczne np. Shortest Splitline Algorithm.

Algorytmy stochastyczne (niezbyt lubiane przez prawników).

Algorytm teoriogrowy oparty na protokoªach podziaªu tortu
(Dingli Yu, Pegden, Procaccia 2017).
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Proste reguªy prawne...

Prawne rozstrzygni¦cia wskazuj¡, »e aby unikn¡¢ patologicznych
efektów tworzenia okr¦gów wyborczych, wystarczy kierowa¢ si¦
trzema prostymi reguªami:

(Równo±¢) Okr¦gi wyborcze powinny skªada¢ si¦ z mniej wi¦cej
tej samej liczby gªosuj¡cych (decyzje S¡du Najwy»szego USA z
lat 1960-tych np. Avery vs Midland County, Gray vs Sanders).

(Ksztaªt) Ka»dy z okr¦gów wyborczych powinien mie¢
wystarczaj¡co �normalny� ksztaªt (Cooper vs Harris, 2017).

(Sprawiedliwo±¢) Mandaty powinny by¢ rozdzielone w
przybli»eniu proporcjonalnie do liczby gªosów na ka»d¡ z partii,
w szczególno±ci liczba �zmarnowanych� gªosów z obu stron
powinna by¢ podobna (Gill vs Whitford, 2017).

Ale czy na pewno te reguªy si¦ da speªni¢?
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: de�nicja

Dla uproszczenia i bez utraty ogólno±ci, rozwa»amy kraj w ksztaªcie
kwadratu S = [0, 1]2.

Zaªó»my, »e znamy preferencje gªosuj¡cych i
zawarte w tym kwadracie zbiory A i B - poªo»enia gªosuj¡cych na
partie I i II. Celem jest podziaª S na k okr¦gów wyborczych.

System podziaªu

Systemem podziaªu (districting system) nazywamy funkcj¦ f która
ka»dej trójce (A,B, k) ∈ (2S)2 × N+ przypisuje k-elementowy
podziaª zbioru S tj. rodzin¦ rozª¡cznych zbiorów {D1,D2, . . . ,Dk}
takich, »e D1 ∪ D2 ∪ . . . ∪ Dk = S .

Tak naprawd¦ wystarcza rozwa»a¢ k z pewnego zakresu zadanego
przez ordynacj¦ wyborcz¡.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: uzasadnienie zaªo»e«

Wbrew pozorom, zaªo»enia z poprzedniego slajdu s¡ realistyczne:

Ka»dy kraj mo»na wpisa¢ w kwadrat i podziaª tego kwadratu
na okr¦gi automatycznie wygeneruje podziaª kraju.

Preferencje gªosuj¡cych i ich lokalizacja mog¡ by¢ (i s¡!)
szacowane na podstawie spisów powszechnych oraz
poprzednich wyników gªosowa«.

Jak zmatematyzowa¢ zaªo»enia, które powinny speªnia¢ warto±ci
funkcji systemu podziaªu, czyli podziaªy wyborcze?
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: równo±¢ okr¦gów

Zaªo»enie o tym, »e liczba gªosuj¡cych w ka»dym okr¦gu powinna
by¢ mniej wi¦cej taka sama mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡co:

Kryterium równo±ci

Istnieje δ ∈ [0, 1) takie, »e:

(1− δ)

⌊
|A ∪ B|

k

⌋
≤ |(A ∪ B) ∩ Di | ≤ (1 + δ)

⌈
|A ∪ B|

k

⌉
dla ka»dego i ∈ {1, 2, . . . , k).

W praktyce chcemy, »eby δ byªo odpowiednio maªe.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: wska¹nik Polsby'ego-Poppera

Miara �normalno±ci ksztaªtu� okr¦gu wyborczego to:

Wska¹nik Polsby'ego-Poppera

Wska¹nikiem Polsby'ego-Poppera (PP) dla okr¦gu wyborczego Di

nazywamy

Ci =
4π|Di |
|∂Di |2

,

gdzie |∂Di | oznacza obwód obszaru Di , a |Di | - jego pole.
Z kolei wska¹nikiem PP dla caªego podziaªu wyborczego nazywamy:

C = min
i∈{1,2,...,k}

Ci .
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Wska¹nik Polsby'ego-Poppera - wªasno±ci i uwagi

Ci =
4π|Di |
|∂Di |2

Ci mo»na interpretowa¢ jako stosunek pola powierzchni okr¦gu
wyborczego do pola powierzchni koªa o obwodzie równym jego
obwodowi. Zawsze Ci ≤ 1, przy czym równo±¢ zachodzi tylko
dla okr¦gu wyborczego w ksztaªcie koªa (nierówno±¢
izoperymetryczna).

Okre±lenie obwodu okr¦gu wyborczego mo»e by¢ nieprecyzyjne
i zale»e¢ od skali mapy (efekt fraktalny).

D¡»ymy do tego, by wska¹nik PP byª mo»liwie du»y dla
podziaªów wyborczych naszego systemu podziaªów i to b¦dzie
dla nas de�niowa¢ �niedziwno±¢� podziaªu.

Inne zaªo»enia �niedziwno±ci� (np. spójno±¢) - pó¹niej.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Wska¹nik Polsby'ego-Poppera - przykªad

�Naturalny� ksztaªt okr¦gu wyborczego po lewej ma wska¹nik PP
równy π

4
. Wska¹nik PP �zmanipulowanego� okr¦gu po prawej

(cztery obszary poª¡czone niewielkim ª¡cznikiem) jest istotnie
mniejszy ni» π

16
.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Wska¹nik Polsby'ego-Poppera - przykªady

W obydwu wypadkach wska¹nik PP podziaªu wynosi 0, 09π ≈ 0, 28.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Wska¹nik Polsby'ego-Poppera - przykªady

Podziaª o proporcjonalnym
wyniku z C = 9

49
π ≈ 0, 58.

Ale mniej proporcjonalny wynik
otrzymujemy przy lepszym
wska¹niku PP: π

4
≈ 0, 79.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywno±ci

Jak zmierzy¢ efekty podziaªu?

Luka efektywno±ci to wzgl¦dna ró»nica gªosów zmarnowanych,
padaj¡cych na obie partie.

Gªosy zmarnowane: gªosy na osob¦, która nie zdobywa
mandatu oraz gªosy na zwyci¦zc¦ powy»ej progu 50%.

Zawsze okoªo poªowa gªosów jest zmarnowana, ale ró»ny jest
ich podziaª pomi¦dzy kandydatów ró»nych partii. Oznaczamy
przez wA,i i wB,i gªosy zmarnowane, które padªy odpowiednio
na parti¦ I i II.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: luka efektywno±ci

Luka efektywno±ci zostaªa zde�niowana przez Stephanopolousa i
Mc Ghee (2015):

Luka efektywno±ci

EG (D1,D2, . . . ,Dk ,A,B) =
1

|A ∪ B|

k∑
i=1

(wA,i − wB,i )

EG zawsze zawiera si¦ w przedziale [−1
2
, 1
2

]. Warto±ci w pobli»u
zera wskazuj¡ na w miar¦ sprawiedliwy podziaª wyborczy, warto±ci
dodatnie oznaczaj¡, »e podziaª sprzyja partii II, a warto±ci ujemne -
»e partii I.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Luka efektywno±ci: przykªad

EG = 35−1
81
≈ 0, 42. EG = 5−31

81
≈ −0, 32.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Luka efektywno±ci: przykªad

Podziaª o proporcjonalnym
wyniku z EG = 20−16

81
≈ 0, 05.

EG = 15−21
81
≈ −0, 07.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Luka efektywno±ci: problem

Stephanopoulos i McGhee sugerowali, »e
|EG (D1,D2, . . . ,Dk ,A,B)| nie powinien przekracza¢ 0, 08 bez
istotnego uzasadnienia.

Jednak»e, ±cisªe ograniczenie na
|EG (D1,D2, . . . ,Dk ,A,B)| nie sprawdza si¦ ono przy du»ej
dysproporcji poparcia obu partii. �agodniejsze wymaganie: dla
ka»dego β > 0 chcemy, »eby istniaªo α ∈ (0, 1

2
) (formalnie zale»ne

of β) takie, »e je±li tylko ||A| − |B|| < β|A ∪ B| to:

|EG (D1, . . . ,Dk)| < 1

2
− α.

Dla zadanego β korzystne jest mo»liwie du»e α.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: podsumowanie

Podsumowuj¡c, by dopasowa¢ funkcj¦ systemu podziaªu do
minimalnych wymaga« prawnych, wszystkie podziaªy przez ni¡
generowane (tj. dla dowolnych A, B , k) powinny speªnia¢
nast¦puj¡ce warunki:

(1) Istnieje δ ∈ [0, 1) takie, »e:

(1− δ)
⌊
|A∪B|

k

⌋
≤ |(A ∪ B) ∩ Di | ≤ (1 + δ)

⌈
|A∪B|

k

⌉
dla

ka»dego i ∈ {1, 2, . . . , k) (sugerowane δ ≤ 0, 2).

(2) Istnieje γ takie, »e dla ka»dego podziaªu wyborczego
(D1, . . . ,Dk), jego wska¹nik Polsby'ego-Poppera
C (D1, . . . ,Dk) ≥ γ (sugerowane γ ≥ 0, 2).

(3) Istniej¡ α ∈ (0, 1
2

), β > 0, takie, »e
||A| − |B|| < β|A ∪ B| ⇒ |EG (D1, . . . ,Dk)| < 1

2
− α.

(sugerowane np. a ≥ 0, 42 dla β ≤ 1
3
).
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Matematyzacja problemu: cel

�Minimalistyczny� cel, który b¦dzie punktem wyj±ciowym tworzenia
�sprawiedliwych� sytemów podziaªu wyborczego:

Cel

Przy zadanym maksymalnym i minimalnym k (zwykle wynika z
ordynacji wyborczej), wystarczy ustali¢ maksymaln¡ warto±¢ δ,
minimaln¡ warto±¢ γ oraz ograniczenie na minimalne α w
zale»no±ci od β, by dla dowolnych zbiorów A i B warunki (1), (2) i
(3) byªy speªnione...

... potem mo»na narzuci¢ dodatkowe wymagania.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Gdyby nie ta matematyka...

Niestety, okazuje si¦, »e nawet te minimalne zaªo»enia, naªo»one na
systemy podziaªu wyborczego, s¡ niemo»liwe do speªnienia. W
2017 roku, Boris Alexeev i Dustin Mixon udowodnili nast¦puj¡ce
twierdzenie:

Twierdzenie o niemo»liwo±ci

Dla ka»dych zadanych liczb α, β, γ, δ, k (z odpowiednich zakresów
liczb) istniej¡ A,B ∈ [0, 1]2 takie, »e dla ka»dego podziaªu
wyborczego {Di}ki=1 co najmniej jeden z warunków: równo±ci
obszarów (1), normalno±ci ksztaªtu (2) lub sprawiedliwo±ci w
rozdziale zmarnowanych gªosów (3) nie jest speªniony.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Idea dowodu

Twierdzenie o niemo»liwo±ci

Dla ka»dych zadanych liczb α, β, γ, δ, k (z odpowiednich zakresów
liczb) istniej¡ A,B ∈ [0, 1]2 takie, »e dla ka»dego podziaªu
wyborczego {Di}ki=1 co najmniej jeden z warunków: równo±ci
obszarów (1), normalno±ci ksztaªtu (2) lub sprawiedliwo±ci w
rozdziale zmarnowanych gªosów (3) nie jest speªniony.

W celu wykazania twierdzenia, rozwa»ana b¦dzie � jednorodna
mieszanina� wyborców, o minimalnej przewadze gªosów A nad B
(warunek na β). W takiej sytuacji, ka»dy okr¡g wyborczy o
�typowym� (w sensie warunku (2)) ksztaªcie b¦dzie gwarantowaª
zwyci¦stwo kandydata partii I, co b¦dzie skutkowaªo luk¡
efektywno±ci dowolnie blisk¡ 1

2
.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Szkic dowodu

Twierdzenie o niemo»liwo±ci

Dla ka»dych zadanych liczb α, β, γ, δ, k (z odpowiednich zakresów
liczb) istniej¡ A,B ∈ [0, 1]2 takie, »e dla ka»dego podziaªu
wyborczego {Di}ki=1 co najmniej jeden z warunków: równo±ci
obszarów (1), normalno±ci ksztaªtu (2) lub sprawiedliwo±ci w
rozdziale zmarnowanych gªosów (3) nie jest speªniony.

Dzielimy S na n2 równych kwadracików o boku 1
n (n dobieramy

odpowiednio du»e). Poªo»enie wyborców jest dane jako krata taka,
»e w ka»dym kwadraciku jest l2 wyborców. Zbiory A i B
konstruujemy tak, by ka»dy kwadracik zawieraª a wyborców w
zbiorze A i b wyborców w zbiorze B (a + b = l2). Oczywi±cie,
a > b (dokªadn¡ relacj¦ ustalimy pó¹niej).
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Szkic dowodu

Przykªad dla n = 8, l = 3, a = 5, b = 4.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Szkic dowodu

Rozwa»my dowolny podziaª wyborczy (D1, . . . ,Dk), speªniaj¡c
warunki równo±ci i normalno±ci ksztaªtu.

Ustalamy i i zauwa»amy,
»e ka»dy kwadracik przez który przechodzi ∂Di zawarty jest w√
2
n -otoczce ∂Di , której pole powierzchni to nie wi¦cej ni»
√
2
n |∂Di |+ 2π

n2
.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Szkic dowodu

Zatem pole kwadracików zawieraj¡cych ∂Di jest nie wi¦ksze ni»√
2
n |∂Di |+ 2π

n2
,

st¡d jest ich nie wi¦cej ni» d = n
√
2|∂Di |+ 2π. Di

zawiera co najwy»ej n2|Di |, a co najmniej n2|Di | − d kwadracików.
St¡d liczba gªosów na parti¦ I w tym okr¦gu speªnia zale»no±¢:

|A ∩ Di | ≥ a(n2|Di | − d);

, a liczba gªosów na parti¦ II:

|B ∩ Di | ≤ b(n2|Di |+ d).
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Szkic dowodu

Z warunków (1) i (2) wynika, »e dla odpowiednio du»ego n mo»na
dobra¢ a i b takie, »e c = 1− b

a jest dowolnie bliskie 0 i
jednocze±nie dla ka»dego i b(n2|Di |+ d) ≤ a(n2|Di | − d).

St¡d
wynika, »e dla ka»dego i |B ∩ Di | ≤ |A ∩ Di |, czyli w ka»dym
okr¦gu wygrywa partia I.
Wtedy bn2 = (1− c)an2 gªosów na parti¦ II jest zmarnowanych,
podczas gdy wyborcy partii I marnuj¡ jedynie an2 − bn2 = can2

gªosów.
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Szkic dowodu

Zmarnowanych jest (1− c)an2 gªosów na parti¦ II i
an2 − bn2 = can2 gªosów na parti¦ II.

St¡d:

|A| − |B|
|A ∪ B|

=
a− b

a + b
=

c

2− c
= β

mo»e by¢ dowolnie maªe, a

|EG | = |2c − 1

2− c
| =

1

2
− α

jest dowolnie bliskie 1
2
, co jest sprzeczne z (3).
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Ilustracja twierdzenia

Podziaª zgodny z shortest

splitline algorithm prowadzi do
minimalizacji δ i du»ego
γ > 0, 7, ale |EG | > 0, 38.

δ < 0, 04 i |EG | < 0, 02, ale
C (D1, . . . ,Dk) ≈ 0, 12.
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O co chodzi? W czym problem? Reguªy prawne i matematyzacja �Niemo»liwe� twierdzenie

Wnioski z twierdzenia o niemo»liwo±ci

Ka»dy system tworzenia okr¦gów wyborczych ma jakie± wady
(nie oznacza to, »e jeden nie mo»e by¢ lepszy od innego).

W rzeczywistych sytuacjach, warunki (1), (2), (3) nadal mog¡
by¢ u»ywane do badania okr¦gów wyborczych w praktyce (ale z
zachowaniem ostro»no±ci). W szczególno±ci, nie ka»dy rozkªad
gªosuj¡cych prowadzi do kon�iktu mi¦dzy tymi warunkami.

Najcz¦±ciej, im bardziej niejednorodny jest rozkªad preferencji
politycznych w populacji, tym ªatwiej wyznaczy¢ granice
okr¦gów wyborczych zgodne z warunkami (1), (2), (3) (acz
sama obecno±¢ �klastrów� preferencji nie rozwi¡zuje problemu).

Jednorodno±¢ preferencji nie jest, jak na razie, szczegóªowo
zbadana. Jednak istniej¡ sugestie, »e sytuacje sprzyjaj¡ce
paradoksowi si¦ zdarzaj¡ (Massachussetts).
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦.
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