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“Very often mistakes in proofs are in the

nonwritten part.”

J. P. Serre, How to Write Mathematics Badly
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W Z[iv/3] nie ma jednoznacznoéci rozktadu!

Ale jest w Z[(1+ iv/3)/2]. ..

| ogélnie w Z[e*™/"]. Dla n < 22.



Lebesgue, 1905 r.

H. Lebesgue

Funkcja analityczna i réznowartosciowa
ma analityczng funkcje odwrotna.



Lebesgue, 1905 r.

H. Lebesgue

Funkcja analityczna i réznowartosciowa
ma analityczng funkcje odwrotna.

Rzut zbioru borelowskiego w R? na dowolng prosta
jest zbiorem borelowskim.



SUR LES FONGTIONS REPRESENTABLES ANALYTIQUEMENT. 139

Sur les fonctions représentables analytiquement;

Par M. H. LEBESGUE.

VII. — Relations entre différentes familles de fonctions.

Fonctions définies analyiiquement. — On sait que, un ensemble E
de points (,, #,, ..., r,) étant donné, on appelle projection de cet
ensemble sur la variété z;,, = x;,, =...= x,= o |'ensemble e de
tous les systémes de valeurs assocites (.£y, x,, ..., 2;). Je vais dé-
montrer que, si E est mesurable B, sa projection Uest aussi.

Cela est évident si E est un intervalle, car alors e en est un aussi.
Or tout ensemble mcesurable B sc déduit d'intervalles par I'application

192 H. LEBESGUE.

répétée des opérations I et I, lesquelles se conservent en projection (*);
la provosition est établie.

(*) Cela ne serait pas vrai pour I'opération 11.
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Funkcja analityczna i réznowartosciowa
ma analityczna funkcje odwrotna.

Rzut zbioru borelowskiego w R? na dowolng prosta
jest zbiorem borelowskim.

» Rzut zbioru otwartego jest otwarty.

» Rodzina zbioréw borelowskich jest najmniejsza rodzina
zawierajaca zbiory otwarte, ktéra jest zamknieta ze wzgledu
na operacje przeliczalnej sumy i zstepujacego iloczynu.
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Rzut nie jest przemienny z iloczynem zstepujacym!

N. Luzin, M. Suslin
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Lagrange, Ampere, Cauchy, Riemann, XVIII-XIX w.

Kazda funkcje mozna zapisa¢ w postaci szeregu potegowego
... bo kazda funkcja dana jest ,,wzorem”.

Kazda funkcja ciggta jest rozniczkowalna
... bo kazda funkcja ciagta jest kawatkami monotoniczna.

Granica funkgcji ciggtych jest ciagta
... bo granica punktowa jest granica jednostajna.

Zasada Dirichleta
... bo kazdy funkcjonat osiaga swoje minimum.
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Slad

tr(AB) = tr(BA)

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) # tr(ACB) = ...

Slad jest niezmienniczy ze wzgledu na permutacje cykliczne!
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Przysztos$¢ zalezy od terazniejszosci, a nie od przesztosci.

Przyszto$¢ zalezy od przesztosci tylko przez terazniejszo$¢€.

(Xn) - btadzenie losowe na prostej

[P)(X4 > 0|X3 >0, Xo > 0) 75 ]P’(X4 > 0’X3 > 0)

Przysztos$¢ zalezy tylko od terazniejszosci, ale trzeba
wiedzieé, co rozumie¢ przez terazniejszos¢€.
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Obraz wielomianu, Putnam 1969 r., zadanie Al

Opisa¢ wszystkie mozliwe zbiory wartosci wielomianu rzeczywistego
dwdch zmiennych.

Zbiorem warto$ci wielomianu rzeczywistego jednej zmiennej jest
zawsze zbiér domkniety: {a}, [a, b] lub R.

Wielomian
p(x,y) = (1= xy)* +x°
ma zbiér wartosci (0, +00).

Wielomian dwéch zmiennych moze mie¢
otwarty zbidér wartosci.
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Operator odwrotny

Kazdy liniowy operator ograniczony i ,,na”
ma liniowy i ograniczony prawy odwrotny.

» Kazdy liniowy operator ograniczony i ,na” ma liniowy prawy
odwrotny (Lemat Kuratowskiego-Zorna).

» Kazdy liniowy operator ograniczony i ,na" ma ograniczony
prawy odwrotny (twierdzenie o operatorze otwartym).

Ale to nie musi by¢ ten sam operator!

Liniowy operator ograniczony i ,,na” nie musi mie¢ liniowego
i ograniczonego prawego odwrotnego.
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Osrodkowosé

Podprzestrzen przestrzeni o$rodkowej jest o$rodkowa.

» Niech X = R z topologia generowang przez [a, b), a, b € R.

> Rozwazmy przestrzen X x X, ktéra jest oSrodkowa jako
iloczyn kartezjanski przestrzeni oSrodkowych.

> Niech Y C X x X bedzie prosta y = —x.

Przestrzen Y nie jest oSrodkowa.

Podprzestrzen oSrodkowej przestrzeni metrycznej
jest o$rodkowa!
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Domknigcia

Czym jest domkniecie kuli jednostkowej w dowolnej

przestrzeni metrycznej?

Domknieciem otwartej kuli jednostkowej w metryce
dyskretnej jest cata przestrzen.
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Zbiory otwarte

Jak wygladajg zbiory otwarte G, spetniajace

Qc GCR?

Moga wygladac réznie.
+oo
G = U (gn—1/5", g, +1/5").
n=1

Q jest malutki, a zbiory otwarte bywaja bardzo dziwne.
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Wzér na wymiar

dim(U + V) =dim U + dim V —dim(U N V)
Stad

dim(U+ V + W) =dim U 4+ dim V 4+ dim W
—dim(UN V) — dim(UN W) — dim(V 1 W)
+dim(UNn VN W)

Trzy proste w R?!



Chmury

Czy trzy chmury wystarcza do pokrycia ptaszczyzny?



Chmury

Czy trzy chmury wystarcza do pokrycia ptaszczyzny?

Wystarcza wtedy i tylko wtedy,
gdy prawdziwa jest hipoteza continuum.
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Liczby kardynalne

Al < [24)

Al<[B = 2 <2f

Jest to zdanie niezalezne od aksjomatyki ZFC.



Dziekuje za uwage.



