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Euler, 1770 r.

x3 + y3 = z3

I x , y , z parami względnie pierwsze, x , y nieparzyste, z parzyste.

I 2p := x + y , 2q := x − y .

I p i q są dodatnie, względnie pierwsze oraz różnej parzystości.

I
= z3.
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x3 + y3 = z3 ⇐⇒ 2p(p2 + 3q2) jest sześcianem

I 2p i p2 + 3q2 są względnie pierwsze, więc obie są sześcianami.
I p2 + 3q2 jest sześcianem =⇒ p = a3 − 9ab2, q = 3a2b − 3b3.
I 2p = 2a(a − 3b)(a + 3b) jest sześcianem.
I a i b są względnie pierwsze, więc 2a, a − 3b i a + 3b są

parami względnie pierwsze, a zatem są sześcianami.
I

(a − 3b) + (a + 3b) = 2a.

I Dostajemy nowe rozwiązanie „z mniejszym z”.
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W Z[i
√
3] nie ma jednoznaczności rozkładu!

Ale jest w Z[(1 + i
√
3)/2]. . .

I ogólnie w Z[e2πi/n].

Dla n ≤ 22.
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Rzut zbioru borelowskiego w R2 na dowolną prostą
jest zbiorem borelowskim.
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Lagrange, Ampère, Cauchy, Riemann, XVIII-XIX w.

Każdą funkcję można zapisać w postaci szeregu potęgowego

. . . bo każda funkcja dana jest „wzorem”.

Każda funkcja ciągła jest różniczkowalna
. . . bo każda funkcja ciągła jest kawałkami monotoniczna.

Granica funkcji ciągłych jest ciągła
. . . bo granica punktowa jest granicą jednostajną.

Zasada Dirichleta
. . . bo każdy funkcjonał osiąga swoje minimum.
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Problem Busemanna-Petty’ego, 1956 r.

Niech K , L ⊂ R2 będą wypukłe, zwarte i symetryczne względem 0.

Załóżmy, że
Vol1(K ∩ H) ≤ Vol1(L ∩ H)
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Obraz wielomianu, Putnam 1969 r., zadanie A1

Opisać wszystkie możliwe zbiory wartości wielomianu rzeczywistego
dwóch zmiennych.

Zbiorem wartości wielomianu rzeczywistego jednej zmiennej jest
zawsze zbiór domknięty: {a}, [a, b] lub R.

Wielomian
p(x , y) = (1− xy)2 + x2

ma zbiór wartości (0, +∞).

Wielomian dwóch zmiennych może mieć
otwarty zbiór wartości.
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Podprzestrzeń przestrzeni ośrodkowej jest ośrodkowa.

I Niech X = R z topologią generowaną przez [a, b), a, b ∈ R.

I Rozważmy przestrzeń X × X , która jest ośrodkowa jako
iloczyn kartezjański przestrzeni ośrodkowych.

I Niech Y ⊂ X × X będzie prostą y = −x .

Przestrzeń Y nie jest ośrodkowa.

Podprzestrzeń ośrodkowej przestrzeni metrycznej
jest ośrodkowa!
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Domknięcia

Czym jest domknięcie kuli jednostkowej w dowolnej
przestrzeni metrycznej?

Domknięciem otwartej kuli jednostkowej w metryce
dyskretnej jest cała przestrzeń.



Domknięcia

Czym jest domknięcie kuli jednostkowej w dowolnej
przestrzeni metrycznej?

Domknięciem otwartej kuli jednostkowej w metryce
dyskretnej jest cała przestrzeń.



Zbiory otwarte

Jak wyglądają zbiory otwarte G, spełniające

Q ⊂ G ⊂ R?

Mogą wyglądać różnie.

G =
+∞⋃
n=1

(qn − 1/5n, qn + 1/5n).

Q jest malutki, a zbiory otwarte bywają bardzo dziwne.
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Wzór na wymiar

dim(U + V ) = dim U + dim V − dim(U ∩ V )

Stąd

dim(U + V + W ) = dim U + dim V + dim W
− dim(U ∩ V )− dim(U ∩W )− dim(V ∩W )
+ dim(U ∩ V ∩W )

Trzy proste w R2!
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Chmury

Czy trzy chmury wystarczą do pokrycia płaszczyzny?

Wystarczą wtedy i tylko wtedy,
gdy prawdziwa jest hipoteza continuum.



Chmury

Czy trzy chmury wystarczą do pokrycia płaszczyzny?

Wystarczą wtedy i tylko wtedy,
gdy prawdziwa jest hipoteza continuum.



Liczby kardynalne

|A| < |2A|

|A| < |B| =⇒ |2A| < |2B|

Jest to zdanie niezależne od aksjomatyki ZFC.
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Dziękuję za uwagę.


