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Analityczne Abstrakcyjne Twierdzenia

_|_
Sciste Oszacowania

Komputerowo Wspierane Dowody

Twierdzenia muszg mie¢ zatozenia np. w postaci inkluzji,
nieréwnosci.

Sciste oszacowania musza bra¢ pod uwage wszelkie btedy obliczen.
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Czy istnieja rzeczywiste rozwigzania réwnania
F(X):x8+x5—3X2—|—\/§=O

x1 ~ —1.164443372 xo /= —.9525383787



Prosty przyktad
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F(x)=x®+x5-3x2+v8=0 | //2, |
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Sciste oszacowania: /
F(-1) € 1P+ [-1P =3 [-12 | & w o R
+[2.82,2.83] = [-0.18,—-0.17] < 0

F([0]) € [0]® + [0]° — 3 - [0]? + [2.82,2.83] = [2.82,2.83] > 0.

Analityczne Twierdzenia:
Wielomiany sa ciagte.
Ciagte funkcje maja wtasnos¢ Darbou.
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Sciste oszacowania: /
F(-1) € 1P+ [-1P =3 [-12 | & w7 R
+[2.82,2.83] = [-0.18,—-0.17] < 0

F([0]) € [0]® + [0]° — 3 - [0]? + [2.82,2.83] = [2.82,2.83] > 0.

Analityczne Twierdzenia:
Wielomiany sa ciagte.
Ciagte funkcje maja wtasnos¢ Darbou.

Whiosek: F(x*) =0 dla pewnego x* € (—1,0).



Problemy z obliczeniami zmiennoprzecinkowymi

Policz na komputerze wartos¢ funkgji

f(x,y) = 333.75y° + x2(11x%y? — y® —121y* — 2) +- 5.5y + x/(2y)

dla xo = 77617 i yp = 33096.




Problemy z obliczeniami zmiennoprzecinkowymi

Policz na komputerze wartos¢ funkgji

f(x,y) = 333.75y° + x2(11x%y? — y® —121y* — 2) +- 5.5y + x/(2y)

dla xo = 77617 i yp = 33096.

narzedzie obliczona wartos¢
Open Office 3.0 Calc 1.1726039
C++ float (32 bity) —2.51654 - 10%°
C++ double (64 bity) 1.1726039
C++ _float128 (128 bitéw) 1.1726039
Mathematica —1.18059 - 102!
GNU MP (140 bitéw) —0.827396
Mathematica - wynik doktadny | —54767,/66192 ~ —0.827396




Przyczyna: Dwa skfadniki sumy

Ti = 33375y + x2(11x3yE — y& — 121y5 — 2)
= —7917111340668961361101134701524942850
T, =55y = +7917111340668961361101134701524942848

sq bardzo duze na modut, a ich suma wynosi —2.

Przy obliczeniach np. z precyzja double mamy do dyspozycji co
najwyzej 17 cyfr znaczacych. J




“Wykres" wielomianu

f(x) = (x—1)°
= x%—6x5 4+ 15x* —20x3 + 15x%> —6x + 1
= x(x(x(x(x(x —6)+15) —20) +15) —6) + 1

przy uzyciu réznych reprezentacji

21071}
15x10°%

1.x10°*

(x-1"6

5.x107%°




Scista analiza numeryczna

Cel: oszacowaé warto$é¢ funkcji na zbiorze argumentéw J

3 f(X)
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Cel: oszacowa¢ warto$¢ funkcji na zbiorze argumentéw J

3 f(X)

05 1.0 15 20

@ petna automatyzacja obliczen komputerowych
o funkcje bywaja skomplikowane:

e wielu zmiennych

e uwikfane

e rozwiazania réwnan rézniczkowych

e parametryzacja rozmaitosci niezmienniczych




Scista analiza numeryczna - jak to zrobi¢?

Najprostsza idea:
@ oszacowac obraz przedziatu przez funkcje elementarne

@ propagowac te oszacowania przez ztozenia funkgji
elementarnych

@ jesli funkcja nie jest ztozeniem funkcji elementarnych, to uzyé
analitycznych oszacowan, w ktérych wystapia funkcje
elementarne




Arytmetyka przedziatowa

Dla ¢ € {+,—,*,/} okreSlamy

[a, a]o[ B] [c,€]
gdzie

¢ = min{faocb:ac[aa),be [_,B}},

b
¢ = max{acob:ac€[aa],be [Q,B]}
]

przy czym dla dzielenia zaktadamy, ze 0 ¢ [Q,E



Arytmetyka przedziatowa

Dla ¢ € {+,—,*,/} okreSlamy

[2,3] o [b,b] =[c,7]
gdzie
c = minfachb:ac(aa],be|bb]},
T = max{aob:ae[g,s],be[g,z]}

przy czym dla dzielenia zaktadamy, ze 0 ¢ [Q,E]

Mozna rozszerzy¢ na funkcje elementarne /> €XP; log, ...
korzystajac z ich monotonicznosci.



Wynik zalezy od reprezentacji wyrazenia!

Obliczyé f(x) = (x —1)?2 =1 = x(x — 2) = x*> — 2x dla [x] = [0, 1]
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(x]-1°-1 = [0,1*?=1=[0,1]—1=[-1,0]

X+ (X1 =2) = [0,1]*([0,1] = 2) = [0, 1] * [-2, =1] = [-2, 0]




Wynik zalezy od reprezentacji wyrazenia!

Obliczyé f(x) = (x —1)?2 =1 = x(x — 2) = x*> — 2x dla [x] = [0, 1]

(x]-1°-1 = [0,1*?=1=[0,1]—1=[-1,0]

X+ (X1 =2) = [0,1]*([0,1] = 2) = [0, 1] * [-2, =1] = [-2, 0]
[x]*=2[x] = [0,1]>=2[0,1] =[0,1] —[0,2] = [-2,1]




Wynik zalezy od reprezentacji wyrazenia!

Obliczyé f(x) = (x —1)?2 =1 = x(x — 2) = x*> — 2x dla [x] = [0, 1]

(x]-1°-1 = [0,1*?=1=[0,1]—1=[-1,0]
[X]«(x] =2) = [0,1]%([0,1] = 2) =[0,1] * [-2, —1] = [-2, 0]
[x]*=2[x] = [0,1]>=2[0,1] =[0,1] —[0,2] = [-2,1]

Niezaleznie od reprezentacji wyrazenia otrzymany przedziat zawiera
obraz odcinka [0, 1] przez funkcje f.

V.

Nalezy minimalizowaé licze wystapieh zmiennych w wyrazeniach. )




Arytmetyka przedziatéw reprezentowalnych

Dla ¢ € {+,—,*,/} okreSlamy

[a, a]o[ B] [c,€]
gdzie
min{|[(ac b):a€[a,3],b€c [Q,B}},
max{[(aob):a€[a,a],bec [Q,E]}

[e}
Il

ol
Il

przy czym dla dzielenia zaktadamy, ze 0 ¢ [Q,E]



Arytmetyka przedziatéw reprezentowalnych

Dla ¢ € {+,—,*,/} okreSlamy

[a, a]o[ E] [¢,e]
gdzie
@ = min{l(aob):ae[c_?ﬁ],be[Q,B}},

¢ = max{[(aob):ac|a,a],be [Q,b]}

przy czym dla dzielenia zaktadamy, ze 0 ¢ [Q,E]

Mozna rozszerzy¢ na funkcje elementarne /> €XP; log, ...
korzystajac z ich monotonicznosci.



f(x) =x*—2x3+x

20




(Nie)scista analiza numeryczna.

e
doktadna trajektoria
trajektoria z metody numerycznej



(Nie)scista analiza numeryczna.

:ok’fadna trajektoria zbiér warunkéw poczatkowych
doktadny obraz zbioru poprzez
odwzorowanie (np. potok)
przyktadowy wynik zwrdcony
przez Scista metode

trajektoria z metody numerycznej



Zrédta btedéw

Metoda numeryczna

®(h, x) oznacza metode numeryczng dla x’ = f(x),
np. metode Taylora rzedu p

o btedy zaokraglen - arytmetyka przedziatowa
o bfad metody numerycznej - mamy jawny wzér na reszte.

o btad pochodzacy z dyskretyzacji przestrzeni i jego
propagacji Lohner algorithm, set representations



Efekt upakowania

— i

Oscylator harmoniczny : v’ =y, y'=—u



Konstrukcja odwzorowania kostkowego

F: A= X
f(X)NY #0=Y e F(X)forall XeX
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Konstrukcja odwzorowania kostkowego

F: A= X
f(X)NY #0=Y e F(X)forall XeX

Problem badania odwzorowania zostat sprowadzony do badania
wtasnoséci grafu skierowanego.
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Konstrukcja odwzorowania kostkowego

F: X=X
fX)NY #0=Y e F(X)forall Xe X



Redukcja efektu upakowania

Reprezentacja afiniczna
[x] = x+ BIr],

where
@ x - $rodek zbioru,
@ [r] - $rednice zbioru,

@ B - macierz 'dobrze dobranego’ uktadu wspoétrzednych



Redukcja efektu upakowania

Reprezentacja afiniczna
[x] = x+ BIr],

where
@ x - $rodek zbioru,
@ [r] - $rednice zbioru,

@ B - macierz 'dobrze dobranego’ uktadu wspoétrzednych

Jak wybraé macierz B?



Doubleton: Duzo lepsza reprezentacja
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[x] = x + Clro] + BIr]

C bliska macierzy jakobianowej,
rp jest state i przechowuje poczatkowy rozmiar zbioru,
B dobry uktad wspétrzednych dla btedéw,

r pojemnik na wszystkie btedy,
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Doubleton: Duzo lepsza reprezentacja

[x] = x + C[ro] + BJr]

C bliska macierzy jakobianowej,
rp jest state i przechowuje poczatkowy rozmiar zbioru,
B dobry ukfad wspdtrzednych dla btedéw,

r pojemnik na wszystkie btedy,




Odwzorowanie Rosslera (Phys. Let. A, 1979)

X
y

3.8x(1 — x) — 0.1y
0.2(y —1.2)(1 — 1.9x)

R:

—

Zbior W =10.01, 0.99 | x [-0.33, 0.27 ] jest dodatnio
niezmienniczy wzgledem R.




Odwzorowanie Rosslera (Phys. Let. A, 1979)

X
y

3.8x(1 — x) — 0.1y
0.2(y — 1.2)(1 — 1.9x)

R:

—

Zbior W =10.01, 0.99 | x [-0.33, 0.27 ] jest dodatnio
niezmienniczy wzgledem R.

Dowdd: Dla (x, y) € W mamy

2
8- (1) +0.1-0.33=0983 < 0.99

3.8x(1 — x) — 0.1y <
—0.1y > 3.8-0.99-0.01 — 0.1-0.27 = 0.01062 > 0.01

3.
3.8x(1 — x) 3.
Podobnie

0.2(y — 1.2)(1 — 1.9x) < 0.2(=1.53)(1 — 1.9 - 0.99) = 0.269586 < 0.27
0.2(y — 1.2)(1 — 1.9x) > 0.2(—0.33 — 1.2)(1 — 1.9 - 0.01) = —0.300186



Atraktor w odwzorowaniu Rosslera
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Obserwowany numerycznie atraktor
Otoczenia izolujace Ny, Ny, N
Pokaz aplet



Chaos w odwzorowaniu Rosslera

Oznaczmy przez ¥ zbiér Sciezek (ij)jez € {0,1,2}% w grafie
1 —=—— 2
0

Dla (ij)jez € X istnieje u € N, takie, Ze

Theorem

R3j(u) S N,'j

Ponadto, jesli (i;)jcz jest okresowy to u moze by¢ wybrany jako
punkt okresowy o tym samym okresie podstawowym.




Komputerowo wspierany dowdd

Idea:
@ Zredukowa¢ problem do skonczonej liczby nierdéwnosci

o zweryfikowaé nieréwnosci uzywajac arytmetyki przedziatowej



Komputerowo wspierany dowdd

Idea:
@ Zredukowa¢ problem do skonczonej liczby nierdéwnosci
o zweryfikowaé nieréwnosci uzywajac arytmetyki przedziatowej

Potrzebne sg " dobrze postawione” twierdzenia-narzedzia.



Theorem (przedziatowa metoda Newtona)
o f: R" — R" klasy C1
o X CR" - zwarty, wypukty, xop € X

Okreslamy przedziatowy operator Newtona

N(f,X,x0) = xo — [DF(X)]; *(x0)

o jesli N(f, X,xp) C intX to f ma doktadnie jedno zero w X.
Ponadto, jesli x, jest tym zerem, to x. € N(f, X, xp)

o jesli N(f,X,x) N X =10 tof nie ma zer wX
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f(x) =x(x>+2)+1
Przyblizone zero f to x, ~ —0.453398.....

X0 = —0.5 f(Xo) = —0.125
X =[-1,0] Df(X) C [2, 5]




f(x) =x(x>+2)+1
Przyblizone zero f to x, ~ —0.453398.....

X0 = —0.5 f(Xo) = —0.125
X =[-1,0] Df(X) C [2, 5]

N(f,X,xp) C [~0.475,—0.4375] C intX = (—1,0)




Przedziatowa metoda Krawczyka

Przedziatowy operator Newtona

N(f,X,x0) = xo — [DF(X)]; *f(x0)



Przedziatowa metoda Krawczyka

Przedziatowy operator Newtona
N(f,X,x0) = xo — [DF(X)]; f(x0)
C - dowolna nieosobliwa macierz punktowa

K(f, C,X,Xo) = X0 — Cf(Xo) + (Id - C- [Df(X)]/)(X — X())



Przedziatowa metoda Krawczyka

Przedziatowy operator Newtona
N(f, X, x0) = xo — [DF(X)]; (x0)

C - dowolna nieosobliwa macierz punktowa

K(f, C,X,Xo) = X0 — Cf(X()) + (Id - C- [Df(X)]/)(X — Xo)

o Jesli K(f,C,X,xp) C intX to f ma dokfadnie jedno zero
x. € X. Ponadto x, € K(f,C, X, x).

o Jesli K(f,C,X,x) N X =0 tof nie ma zer w X.




Przedziatowa metoda Krawczyka

Przedziatowy operator Newtona
N(f, X, x0) = xo — [DF(X)]; (x0)

C - dowolna nieosobliwa macierz punktowa

K(f, C,X,Xo) = X0 — Cf(X()) + (Id - C- [Df(X)]/)(X — Xo)

o Jesli K(f,C,X,xp) C intX to f ma dokfadnie jedno zero
x. € X. Ponadto x, € K(f,C, X, x).

o Jesli K(f,C,X,x) N X =0 tof nie ma zer w X.

Na ogét przyjmuje sie C = Df ~1(xo) ]




Rozwigzania okresowe

Uktad Rosslera - (Rossler 1976)

x = =(y+2)
z = b+4+zx(x—a)

Rozwiazania okresowe ]

!

Punkty state odwzorowania
Poincarégo P J

!
Zera P—-1d J




Choreografie

Prosta choreografia to rozwigzanie problemu N-ciat, w ktérym
wszystkie ciata poruszaja sie po jednej krzywej z statym
przesunieciem fazowym.

y >

Osemka - stawna orbita okresowa



Orbita Gervera - Super Osemka




Choreografie osmiu ciat



11 planet



11 bodies



Simé znalazt numerycznie choreografie niesymetryczne dla 6, 7 i
wiecej ciat.

7 bodies - no symmetry



Dziekuje za uwage!



