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Niezwykle skomplikowany przyktad
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Policz n-ta pochodna funkcji f(x) = e
@ w punkcie xg=1dlan=1
[wykonalne ¢wiczenie]
@ w punkcie xp =1dlan=2
[przeciez Mathematica to policzy]

@ w punkcie xp = —2 dla n = 30

[hmm, a moze wystarczy, ze pochodna istnieje?:-)]
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To moze iloraz réznicowy:

Sprébujmy policzyé

f(XO -+ h) — f(Xo)
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Efekt kasowania bitow przy odejmowaniu



Badzmy sprytni - mamy liczby zespolone!
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f'(x0) ~ %7()(0 + ih)
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Funkcja musi mie¢ rozszerzenie zespolone!
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Jak to drzewiej liczono ...

Obserwacja

Aby wyznaczy¢ doktadng wartos¢ pochodnej w punkcie
nie potrzebujemy wzoru na pochodna.

Zamiast liczy¢ na symbolach, bedziemy liczy¢ na parach (u, u’)
liczb (nie symboli).

(p,p)+(a,4) = (p+qp £4)
(p.p)*(q,4") = (p*xq,P'q+4d'p)
(p,P)/(a,d") = (p/a,p'/a—d'p/q°)

Analogicznie
sin(p, p') = (sin(p),cos(p) * p')

cos(p,p’) = (cos(p), —sin(p)  p')
exp(p,p’) = (exp(p), —exp(p) * p')
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A co z pochodnymi wyzszych rzedéw?

Arytmetyka szeregéw Taylora dla funkgji jednej zmiennej.

B f(k)(x)

Oznaczenie: flK(x) o

- k-ty wspotczynnik Taylora f w x



A co z pochodnymi wyzszych rzedéw?

Arytmetyka szeregéw Taylora dla funkgji jednej zmiennej.

Oznaczenie: flK(x)

(Fxg) =

(f-g =

(f/g) =

(exp(F))H

(k)

fkl(X) - k-ty wspotczynnik Taylora f w x
k

Z £l .g[k—']

i=0
] k—1 , .

. (f[k] = > _(f/g)" -g[k"1>

g i=0
exp(£10) dla k=0
33k ift - (exp(F))T dla k>0




Catki oznaczone.

Wz6r Taylora z resztg Lagrange'a
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Catki oznaczone - praktyczny algorytm adaptacyjny.
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Catki oznaczone - praktyczny algorytm adaptacyjny.

Przyjmujac

maxXx
asy<a+h

el (y)| ~ |F+ 1))

Stad
flril () 7 tol(r + 2)[¥/*?
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< tol — h<f[r+71](a)




Pochodne funkcji wielu zmiennych

Propagacja dzetdw:

0<ikk

pE) = 3 (s — )t exp(p)

Ko
I ogkv<k—e;




Réwnania rézniczkowe

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
x' = f(x), x(0) = xo
Okre$lamy F=fox:l C R — R"



Réwnania rézniczkowe

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
x' = f(x), x(0) = xo
Okre$lamy F=fox:l C R — R"

1
n—+1

xI"+1(0) = FIn(0).



Réwnania rézniczkowe

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
x' = f(x), x(0) = xo
Okre$lamy F=fox:l C R — R"

1
— = Flly.
n+1 (0)

{k—ﬂ%+y5

X[n+1](0) —

vy =—x(x*+y?)

i warunek poczatkowy (xg, o) = (1, —1).
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F2=v3*tvd=-x"(x"xty"y) Fl=y"vd=y*{x xty"y)

viO] = Vl[O] + v2[0] =2
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F2=v3*tvd=-x"(x"xty"y)

v2[1]:2*y[0]*y[1]:4

k| x|y |[vl|v2|v3]|v4d|Fl]|F2
oj1|-1y1 |1 |-1(2]|-2]-2
11-2]-21]-4
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F2l=v3 '-I:\-'—1= _X.-| :(X:I:X'i‘}"rl"y)

F. 2[1] = Vg[o] * VF] + V:E] * \40] =4

k| x|y |vl|v2|v3|v4|Fl|F2
o111 [1]1]2]=2]=2
12244 210 4a




Przyktad - cigg dalszy.

k| x|y [vl|v2|v3]|v4|Fl|F2
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Przyktad - cigg dalszy.
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Przyktad - cigg dalszy.

k| x|y [vl|v2|v3]|v4|Fl|F2
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Zatem otrzymaliSmy poczatek rozwiniecia Taylora dla rozwigzania

x(t) = 1-2t—2t2+...
y(t) = —1-2t+2t>+...

Wszystko bez liczenia pochodnych pola wektorowego.



Przyktad: Hamiltonian Hénona-Heilesa.

1 1 1
H(x, v, P py) = 5 (P34 ) + 503 +y%) + 5Py = 2

Typowa chaotyczna trajektoria

04
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Symplektyczne metody Eulera:

Pnr1 = Ppn+t thH(Pn—Ha qn)a

dn+1 = d4n— hva(Pn-s-l, qn)
lub

Pn+1 = Pnt thH(Pn, qn+1)a

dn+1 = q4n— hva(pna qn+1)-

Staty krok h =1/128.

Symplektyczny Euler
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|
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Liczba krokéw: 4810.
Najmniejszy wykonany krok czasowy: 0.183594.

Odchylenie energii

le-15
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Taylor 20
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Czas



Czy metoda jest symplektyczna?
W kazdym kroku liczymy rézniczke D = 2% oraz A= DT JD — J.

Na wykresie przedstawiono max;; |Aj;| w kazdym wykonanym kroku.

2.5e-16

2e-16 1

1.5e-16 | 1

Odchylenie
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5e-17 | ; .

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Obliczenia w precyzji double - rzad 25.

Taylor 25
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Obliczenia wysokiej precyzji - 100 bitéw mantysy, rzad 30.

Odchylenie energii
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Oszacowanie catki oznaczonej

Przypomnienie:
F - wielomian Taylora stopnia r dla f w punkcie a

f(a+ h) — F(h) = flrti()pr+t J

dla pewnego y € [a,a+ h].



Oszacowanie catki oznaczonej

Przypomnienie:
F - wielomian Taylora stopnia r dla f w punkcie a

f(a+ h) — F(h) = fIrl(y)prtt ]

dla pewnego y € [a,a+ h].

Btad catki oznaczonej mozna SciSle oszacowac

/a " oy — /O )

Pokaz program

hr+2
r+2

e [+ ([a, a + h])|
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Scista metoda Taylora dla réwnan rézniczkowych

@ [X] - zbiér warunkéw poczatkowych

o [X]¥(0) - oszacowanie na zbiér k-tych wspétczynnikéw
Taylora xIK1(0) dla x € [X]
o [Y] - taki, ze [X](0, h) C [Y] (rough enclosure)

[X](h) C i XH(0)hk + [Y]r+t(0) A+
k=0

Jak znalezé [Y]7? |




Rough enclosure

Theorem

x = f(x) - réwnanie rézniczkowe, z prawa strong gfadka
[X], [Y] - wektory przedziatowe
h>0
Jesli
X1+ [0, AF([Y])  int([Y])

to

o dla x € [X] rozwigzania jest okreslone na przedziale [0, h]
o dlate|0,h], x € [X] zachodzi x(t) € [Y]

Wazna odpowiednia predykcja kroku czasowego i zbioru [Y] J




x" = —sin(x) + 0.1x/, h=10.25

5\\\\\\\\\\\ W
SRR
e
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e 118
H i

[X] = [1,2] x [0.4,0.5]
[Y] = [X]+h[—.2,1.5]f([X]) C [0.9749,2.1875] x [0.04, 0.548]
7] = [X]+[0,h] % f([Y]) C [1.0,2.137] x [0.1502,0.5] C int([Y])



Example (Atraktor w uktadzie Rosslera)

X'=—(y+z), y=x+02, 2z =02+z(x-57)

W = [-10.7,-2.3] x [0.028,0.034],  P(W)cC W

y
Symulacja Walidacja
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Kotowy Ograniczony Problem Trzech Ciat

Spacecraft

\

p € (0,1) — relatywna masa P,



Rownania ruchu

x—2y = %’ V2% = 8Q(g},/y,2)’ 5 6Q(g;y,z)
1 2 2
Qx.y,2) = SO6E+y)+ A =p)/n+u/r,
no= \cru? ety 22
o= \/(x—1+u)2+y2+z2.

Catka Jacobiego:
C(x,y,z,%,y,2) =2Q(x,y, z) — (X* + y* + 2?).
Uktad planarny CR3BP: hiperptaszczyzna
{z=2z=0}

jest niezmiennicza.



Punkty libracji

Ly, Ly, L3 — wspdtliniowe punkty réwnowagi typu
centrum X centrum Xx siodfo




Orbity okresowe wokot L ;3

. 0.10 A
o Planar Lyapunov orbits: -

< |
0.05 ~ 1
planarne, R—symetryczne Y oo ‘ /
lezace na rozmaitosci
centralnej Ly, Ly, L3

< . | 2.
-o0s <~ Vertical Lyapunov orbits

—0.10/// Halo orbits 4

P

o Halo orbits: o1l

3D, R—symetryczne |

bifurkujace z ptaskich orbit

Lyapunova \
Z oo “‘r :

e Vertical Lyapunov Planar Lyapunov:

orbits: |

3D, N \T ‘

(R, S)-symetrycznelezace V/ “

na rozmaitosci centralnej 0-93:;;*««%(

L1> L27 L3 X %8



Historia odkrycia orbity Halo.

@ punkty libracji znane od czaséw Eulera,

@ 1950 - Arthur C. Clarke - sugeruje, ze punkt Ly mégtby by¢
idealnym potozeniem dla przekaznika radiowo-telewizyjnego
z Ziemi do kolonii na Ksiezycu,

@ 1966 - Robert Farquhar, odkryt orbite wokdt Lo, na ktérej
przekaznik zapewniatby stata komunikacje z Ziemi do
przeciwnej (patrzac z Ziemi) strony Ksiezyca. Nazwat ja “halo
orbit” - widziana z Ziemi ma ksztatt aureoli wokét Ksiezyca.
W przestrzeni orbita ta wyglada jak brzeg tradycyjnego chipsa.

@ koniec lat 60 i poczatek 70 - w NASA rusza program Apollo:
intensywne badania teoretyczne nad mozliwoscia umieszczenia
satelity na Halo-orbitach dla Ziemi-Ksiezyca (Farquhar
1968-1972) i Ziemi-Stonica (Breakwell, Brown 1979-1984).



ISEE-3 - pierwsza misja z wykorzystaniem orbity Halo.

ISEE (1972) - wspdlny projekt NASA i ESA
e udana misja ISEE-3 (1978) - sonda

umieszczona w poblizu orbity Halo wokét
L1 w uktadzie Ziemia-Stonce,

@ badanie wiatru stonecznego,

@ 1982 cata misja przemianowana na ICE
(International Cometary Explorer),

@ sonda wystana w poblize komety
21P/Giacobini-Zinner oraz komety Halleya,

o oficjalnie zakonczona w 1997.




Symetrie uktadu

Symetria odwrocenia w czasie:
R (x(t), y(t), 2(t)) — (x(=t), =y(=t), 2(~1))
Symetria odbicia:
S o (x(t), (1), 2(t)) — (x(2), ¥(t), —2(t))
Sekcja Poincarégo:
N={(x,y,z,x,y,z) eR®: y =0}
Odwzorowanie Poincarégo:
P : M—e-l1
FAKT: P jest R—symetryczne



Orbity Halo na sekcji

0.1 z
y g
Lyapunov orbits
-0.1 0.10+ L J
i ‘ 7
0.05+ .
L
z r__ o ‘ |
0.92 0.94 0.96 0.98
~0.01, Lyapunov orbits —0.05r
092
~_ -0.10F Halo orbits ﬁ
X 98

Cel: kontynuacja i bifurkacje orbit Halo



Symetrie uktadu

Symetria odwrocenia w czasie:
R (x(t), y(t), 2(t)) — (x(=t), =y(=t), 2(~1))
Symetria odbicia:
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Sekcja Poincarégo:
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Zastosowania (lrmina Walawska)




Theorem (Bifurkacje z orbit Lapunowa)

Dla parametréw p € [0.00095,0.5] oraz dla i = 1,2, 3 istnieje
gfadka gataz orbit halo bifurkujaca z rodziny orbit planarnych
Lapunowa wokét L; i sparametryzowana przez

hu: [-1,1]-107" 5 z — (x(2),0,2,0,7(2),0) € N
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Kontynuacja rodziny L;-halo

Dla uktadéw Ziemia-Ksigzyc i Stonce-Jowisz rodzina orbit L;-halo
tworzy 2D torus.
Przeciecie torusa z sekcja Poincarégo y = 0 jest dyfeomorficzne z

okregiem.
Kazdy punkt na tym okregu nalezy do innej orbity halo.
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Theorem (Bifurkacje orbit L; , — halo)

Dla uktadéw Ziemia-Ksigzyc i Storice-Jowisz rodziny orbit Ly »
ulegaja licznym bifurkaciom podwojenia, potrojenia i poczworzenia
okresu (lista w artykule).
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Narzedzia numeryczne:

o Sciste metody numeryczne dla réwnafi wariacyjnych
trzeciego rzedu

o(t, x), Duo(t, x), D3o(t, x), Dig(t, x)

o obliczenia z wysoka precyzja (kilkaset bitéw mantysy)

e konieczne uzycie bardzo wysokich rzedéw (skonczyto sie
na 60)
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What is the CAPD library?

The CAPD library is a collection of flexible C++ modules which are mainly designed to computation of homology of
sets and maps and nonrigorous and validated numerics for dynamical systems.

The list of modules is pretty long, but the most important are:
Basic modules:

+ krak - a portable graphics kernel for very primitive drawing in the graphical window. Very easy to start with.

+ interval - template written interval arithmetic, supports double, long double and multiprecision. It can be
extended to any arithmetic type for which we can implement arithmetic operations and rounding.

+ vectalg and matrixAlgorithms - a flexible template implementation of basic operations and algorithms for
dense vectors and matrices (with integer, floating points and various interval coefficients).
Modules for dynamical systems:

+ map - computation of values and derivatives of maps. It is also the core for the solvers in dynsys module.

+ dynsys - various nonrigorous and rigorous solvers to ODEs, for computations of the solutions and partial
derivatives wrt initial conditions up to arbitrary order.

+ geomset, dynset - various representations of sets and Lohner-type algorithms.
= poincare - computation of Poincare maps and their derivatives; both rigorous and nonrigorous.
« diffincl - rigorous computations of the solutions to differential inclusions.

Modules for computation of hemolegy:

+ Currently developed and recommended homological software is based on various reduction algerithms. The
RedHom homology project is the official subproject of the CAPD library.

http://capd.ii.uj.edu.pl
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