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Myélisz — chaos, widzisz — ?

Wstep  Czym jest chaos?

. . 0Z(t
h(f) = lim ( limsup = |og N(n,e) = lim lim In——- [02(t)]
e—=0\ posoco N t—00 §Zp—0 1020
» Youtube (Lord8Vader) — atraktor uktadu Lorenza (1963)
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Wstep  Czym jest chaos?

Chaos Devaneya (1989)

Jesli (X, d) jest przestrzenia metryczng, to f : X — X jest odwzorowaniem
chaotycznym na X, jesli

D1. f jest tranzytywne (Vu.v — otw. Fkez : FXU) NV £ 2);
(D1* istnieje orbita gesta;)
D2. punkty okresowe stanowia gesty podzbior X;

D3. f jest wrazliwe na warunki poczatkowe
(3550 YU - ow. Vxeu yeu Tkez : d(FX(x), F5(y)) > 0).

Czesto D1 A D2 — D3,
ale D3 dziata na wyobraznie!
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Esencja chaosu Zbiér Yo

Yo ={c:Z—{0,1}}

1= 1 1 1 1 1 1 1
= 0 0 0 0 0 0 O
01 = 1) (0 1) (0 1) (0 1)
10 = 0) (1 0) (1 0) (1 0)
100 = (1 0 0 (L 0 0 (1
(e7in) = 1 0 1 0 1 1 0
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Esencja chaosu Zbiér Yo

Y, <= zbiér Cantora? J

ax ux nx X% nx X% xx %X
ax xx XX XX XX XX XX XK
nKR AN X AN M XX L1
xx xx xx XX xX XX XX %K
AKX NN xx %x nX XX XN XK
ux ux xx XX XX XX xN XK
ax ux nx 2% nx %% xn %K
RR XX RX XX RR XX xR XK
ax ux nx 2% nx %% xx xx
ux ux xx XX X XX xN XK
ax ux nx xx nx 2% xn %K
ax xux nx X% nx X% XN %K
ux ux ux 2x ua %X ]
nx xx nx XX xx XX XX xx
ax xx xx XX XX XX xx xx
ux xxn XX XX XX XX XX XK

c= ... 1 0 1 0 1 1 O
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Odwzorowanie d : ¥3 — [0, 1] zadane przez

PR NEGEE(G]

i€eZ

jest metryka.




Esencja chaosu  Metrgka

Odleglos¢ 0=(...,0,0,0,0,...) od 1=(..,1,1,1,1,...):

= 1 1 1 1 1 1 1
0= @ L@
o Y ) “ 0
0 @ 0
0 0
0
d0,1) =) % =3 =diam (X2).

i€eZ
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Esencja chaosu  Metrgka

e,y = 3 K0 — <)

Il
i€z 2

Odleglos¢ 10=(...,0,1,0,1,...) od1:

1= 1 1 1 11 1 1 1 1
10 1 @ 1 1 I & 1
0 (2) (3) 0
0 0
1 4
ieZ
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Esencja chaosu  Metrgka

le(i) = <'(D)]
Z 2| |

ieZ

(—123)
Odlegloéc’ 0(_123) = ( .., 0 ,1, 5 , ) od 1:

(=123) ... (-2) (-1 (O (1) (2 ) (*

1= ... 1 o1 1 1 1 1 1 1

0(_123) = ... (273 ... 1 1 1 1 1 1 1
0

d(0(-123), 1) = 27" = d(0(123), 1)
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Esencja chaosu

Czym jest kula w (X2, d)?

Rozwazmy kule domknieta o érodku w 1 i promieniu %.

Metryka

(—4) (=3) (=2) (=1) (0) (1) 2 3 @
1= 1 1 1 (11 1) 111
(to musi zostac)

d=1: ... 1 1 0o (1 1 1) 1 1 1

d=%: (0) 0 o 1 (11 1 1 1 1
=1 1 1 1 (1 1 o 1 1 ..
=1 ... 1 1 1 (11 1 10 0 (0
=1: (0 0 1 1 (1 1 1 1 1 0 (0

d<%: (cokolwickf 1 1 (1 1 1) 1 1 (cokolwiek)
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Esencja chaosu  Shift

O'(C),' =Ci—1-
(=4) (=3) (=2 (-1 (O @) (2 () @
o 1(c) = 0 0 0 1 1 0 1 0 O
c= 1 0 0 0 1 1 0 1 0
o(c) = 1 1.0 0 01 1 01
o?(c) = 0 1 1 0 0 0 1 1 0
o3(c) = 0 0 1 1 00 0 1 1

e bijekcja (homeomorfizm)

o punkty state: O, 1.

o punkty okresowe: ciagi okresowe.
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Esencja chaosu  Shift

o tranzytywnosé: VUV — otw. Fkez : ok (U) NV # 2);

@ wiecej: istnieje orbita gesta w X, np.:

..(cokolwiek)...0 1 00 01 10 11 000 001 010 011 100 101 110 111 0000 ..

@ Do kazdego ciagu mozna podejs¢ dowolnie blisko ciagiem okresowym:

(=5) (=4) (=3) (-2) (-1 (9 (1) (2) (3) (4) (5)

c= o 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0
d<2: (1 @ @ @ @O @ @ @ @) @O @)
d<1: ) (0 1 1) (0 1 1) (0 1 1) (0
d<i: 1 1 0 (0 0o 1 1 0 (0 0 1
d<i: o 1) 0 o o 1 1 0 1) (0 o0
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Esencja chaosu  Shift

@ o jest wrazliwe na warunki poczatkowe
(3550 YU - otw. Vxeu Tyeu Tkez : d(a¥(x),0%(y)) > 9).
o Niewazne, jak blisko leza dwa (rézne) ciagi —
— ktéras iteracja (by¢ moze ujemna) rozdzieli je na co najmniej § = 1:

(-123) (-122) ... (=2) (1) (0) (1) (2) (3) (4)

1=0"1)=]... 1 1 .1 1 1 1 1 1 1
c=]... 0 1 ... 1 1 1 1 1 1 1
olc)=1]... 1 0 1 1 1 1 1 1 1
ol2l(c)=|... 1 1 ... 0 1 1 1 1 1 1
o2(c)=|... 1 1 .1 1 1 1 1 1
oB(c)=|... 1 1 ... 1 1 0 1 1 1 1

d(c,1) =213 ale d(c'?3(c),0'?(1)) = 1.
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Esencja chaosu  Semi-sprzezenie

Rozwazmy odwzorowanie f : X — X.

Odwzorowanie f jest chaotyczne w sensie istnienia dynamiki
symbolicznej, jesli istnieje zbiér zwarty Y, niezmienniczy dla f, oraz ciagta
surjekcja g : Y — X taka, ze f|y jest semi-sprzezona z o przez zaleznosé:

gofly=o0o0g.

Wtedy f ma na Y co najmniej tak bogata dynamike, jak o na ¥».
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Narzedzia CAPD  H-zbiory i nakrywanie

o Ciagle odwzorowanie
f:R" = R"

@ si u oznaczaja kierunki
,stabilny” i ,niestabilny”

@ Definiujemy zbiér N = B, x Bs

z wyréznionym ,zbiorem

wejécia”> N~ = 9B, x Bs

Anna Gierzkiewicz (UR)

Kosmiczny chaos

fN
f(N7)

Samonakrywanie:

SMP 2019

16 / 31



Narzedzia CAPD  H-zbiory i nakrywanie

Twierdzenie. Istnienie punktu stalego
[Miranda 1940].

j Jesli N & N, to istnieje punkt p € N taki, ze

f(p) = p-

s P . D . . z O] .
Jesli N = N i P jest odwzorowaniem Poincarégo, to istnieje orbita
okresowa dla uktadu dynamicznego.
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Narzedzia CAPD  H-zbiory i nakrywanie

No
——

N, — = ~ Twierdzenie. Istnienie punktu

N, okresowego.
NoL w2 Lo Lo,
'\ P to istnieje k-okresowy punkt
@ @ przechodzacy przez te zbiory.
<« y
N; N

Jedli ta relacja zachodzi dla odwzorowania Poincarégo P, to dostajemy
punkt stacjonarny dla P¥, ktéry lezy na orbicie okresowej uktadu.
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Narzedzia CAPD  H-zbiory i nakrywanie

Arytmetyka przedziatowa a nakrywanie:

[ ]

([ (o))

u

mu(No) mu([f(N2)])

mu([F(NE)]) < wu(No) < mu([F(NZ)])

Naiwnie:
{Ws(Né"”) < 7s([F(No)]) < ms(NG™")
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Narzedzia CAPD  Wykrywanie chaosu

—— Uktad dwéch roztacznych h-zbioréow
spelniajacy relacje:

|
N
YUl IS =y No L No No 2 Ny
N Ni S No Np 2 Mg
Ny N

oznacza, ze f jest chaotyczne w sensie
semi—sprzezenia z shiftem na przestrzeni
Y, (dynamika symboliczna).
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Przyklady Hyperion

Hyperion, Wikipedia

@ Osie (w km): 360.2 x 266 x 205.4

e Rotacja wlasna 0 prawdopodobnie chaotyczna (obserwacje
Voyageréw)

"W * Youtube (Kurdistan Planetarium)
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https://youtu.be/tk8r85lM3SY

Przyklady Roéwnania

0 =¢
¢ = —25sin2(0 — f)

£l — (1+e cos f)>?
- (1—62)3/2

. D
gdzie r = ﬁ, (0,9,f) €ER/zz X R X R/pr7.
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Przekréj Poincarégo dla f = 0, e = 0.1, w? = 0.79. Zmienna 6 jest
m-okresowa:

3.0F ]







Gdzie lezy ta podkowa na przekroju Poincarégo?

3.0 ]




Przyklady Podkowa dla Py

Czasem potrzeba wyzszych iteracji (podkowa dla P*):

P P P P P P P P P P
No=No= Ny = ...=Ne=My=My= M =...= M= Ny

Pk Pk Pk Pk
- No = Ny = My = My = Ny

Podkowa dla P2, zwiazana z punktem Px:

P2(Ny)
7

PN

P2 P2 p2  p2
N0:>N0:>N1:>N1:>N0
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Podkowa dla P*, z P, do Ps:

P4 P4 P4 P4
No = No = My = My = Ny

n;é\\




Przyklady Henon 4D

Samonakrywanie w R3:
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Przyklady Henon 4D

,Henon 3D i atraktor ,zlozony recznik”™

H(x,y,z) = (a—y* — bz,x,y),a=1,76,b = 0,1

Anna Gierzkiewicz (UR) Kosmiczny chaos SMP 2019 29/31



- Pmiddy Heoms
H*[Q. Li i X.-S. Yang, 2006}:




Girl Genius Comic
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