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Dwa doswiadczenia

e Losujemy permutacje e Losujemy liczbe naturalna
zbioru N-elementowego i z przedziatu [x, 2x] i
rozpatrujemy jej rozktad rozpatrujemy jej rozktad

na cykle na czynniki pierwsze
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Wigksze probki

1000 losowych permutacji 1000 losowych liczb z
zbioru {0,1,...,29}. przedziatu [e30,2€%0]



Oczywiste podobienstwa

e kazda permutacja o € Sy e kazda liczba moze by¢
moze by¢ jednoznacznie jednoznacznie
przedstawiona jako przedstawiona jako iloczyn
ztozenie parami (niekoniecznie réznych)
roztacznych cykli liczb pierwszych
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moze by¢ jednoznacznie jednoznacznie
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roztacznych cykli liczb pierwszych

U:C1"Ck n=pi---pk

e dfugosci cykli tworza e logarytmy czynnikéw
podziat wielkosci tworza podziat logarytmu
permutowanego zbioru liczby

N=[G|+- -+ |C log n = log p1+- - - +log pk



e prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrana
permutacja zbioru
N-elementowego jest

cyklem wynosi %

Mniej oczywiste

e prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrana liczba z
przedziatu [x, 2x] jest
pierwsza wynosi /=

log x
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Oczywiste réznice

wiasciwym parametrem e wiasciwym parametrem
jest N jest log x
mozliwe rozmiary e mozliwe rozmiary
skfadnikéw to 1,2, 3,... sktadnikéw to

log 2, log 3, logh, ...
jest wiele elementéw o o wielkosci sktadnikéw

tych samych rozmiarach wyznaczaja badany
sktadnikéw element
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Liczba czesci

e Srednia liczba cykli to e Srednia liczba czynnikéw
log N (folklor?) pierwszych liczby to
log log x

(Hardy-Ramanujan, 1917)

Twierdzenie (Gonczarow, Twierdzenie (Erdés-Kac,
1942) 1940)

Rozktad prawdopodobienstwa Rozktad prawdopodobienstwa
zbiega do rozktadu normalnego  zbiega do rozktadu normalnego
o sSredniej i wariancji log N. o sredniej i wariancji log log x.
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log 30 = 3,4011973816621555

liczba czynnikow; srednia =3.873 liczba czynnikow; srednia =4.495
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Najwieksze czesci

Twierdzenie (Gonczarow, Twierdzenie (deBruijn, 1930)
1944)

Prawdopodobienstwo tego, ze
Prawdopodobienstwo tego, ze najwiekszy czynnik pierwszy
najdtuzszy cykl losowo wybranej losowo wybranej llczby n< x
permutaCJl o € Sy ma mniej niz  jest mnigjszy niz Xu wynosi
N elementéw wynosi okoto p(u)  okoto p(u)



Funkcja Dickmana-deBruijna i
stata Golomba-Dickmana

Funkcja p jest zdefiniowana przez:
e p(u)=1dlaue]0,1].
o dlau>1l:

Stata Golomba-Dickmana:

A =0, 62432998854355087

i & H |Cma><‘ + log Pmax
to warto$¢ Srednia =5 i g




A = 0,62432998854355087

P(najwiejszy czynnik < u log(]X|)); srednia =0.629:
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W przyktadach

P(najwiefsay czynnik < u log(|X|)); srednia =0.6479772440324661
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Najmniejsze czesci

Twierdzenie (Mertens?)

Liczba permutacji o € Sy bez
cykli dtugosci < M wynosi
okofo

Liczba liczb catkowitych n < x
bez dzielnikéw pierwszych <y
o wynosi okofo
—N!

M

e_’y

X
log y



Stata Eulera-Mascheroniego

e Stata Eulera-Mascheroniego v = 0,57721566490153286
e 77 =0,5614594835668851
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Twierdzenie

Liczba permutacji o € Sy bez cykli dtugosci < M wynosi okofo

e_'y
—N!
M

e wzor wiaczen i wytaczen
e drednia liczba cykli dtugosci j to Jl
e drednia liczba par cykli o dtugosciach ji, j» to

1 . , 1 . .
Jij2 2j;



Dowdd

Twierdzenie

Liczba permutacji o € Sy bez cykli dtugosci < M wynosi okofo

e_'y
—N!
M

e wzor wiaczen i wytaczen
e drednia liczba cykli dtugosci j to Jl
e drednia liczba par cykli o dtugosciach ji, j» to

1 . . 1 . .
J1)2 2j;
NDo— Y TENE 4+ Yy N —
—~ — | 2 = =2
wszystkie J J1=1)2

——
zawrajace dany cykl zawrajace dang pare cykli




Dowdd

Twierdzenie

Liczba permutacji o € Sy bez cykli dtugosci < M wynosi okoto

e_’y
— !
M



Dowdd

Twierdzenie
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e niech up = Zj’\il % wtedy mamy

NI Z( )r/’LM
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Dowdd

Twierdzenie

Liczba permutacji o € Sy bez cykli dtugosci < M wynosi okoto

e_’y
— !
M

e niech up = Zj’\il % wtedy mamy

NI Z( )rMM

|
r=0 r

e z wzoru Taylora i definicji 7, to okoto

N!
Nl HM — Nlg= Vg~ logM _ o~y 7"
e e e e v



W przyktadach

e” 7 =0,5614594835668851

Pmajmniejszy czynnik > u),fit=0.597358489437/u P&gajmniejszy czynnik > u),fit=0.313411112776/u
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Dana liczby czesci

Twierdzenie (Jordan, 1947) |} Twierdzenie (Landau, 1909)

Dla danej liczby catkowitej | Dla danej liczby catkowitej |

frakcja permutacji z Sy o frakcja liczb < x o dokfadnie |

doktadnie | cyklach to okoto czynnikach pierwszych to okofo
1 (log N)/~1 1 (loglogx)'—1

N (I —1)! logx (/—1)!



Dana liczby czesci

Twierdzenie (Jordan, 1947) |} Twierdzenie (Landau, 1909)

Dla danej liczby catkowitej | Dla danej liczby catkowitej |
frakcja permutacji z Sy o frakcja liczb < x o dokfadnie |
doktadnie | cyklach to okoto czynnikach pierwszych to okofo
1 (log N)/~1 1 (loglogx)'—1
N (I-1)! logx (/I —1)!

Dla / ~ log N, pomnozy¢ Dla I ~ loglog x, pomnozy¢ przez
przez

1
1 +1)H 1_7)7

- -
: _ 1-1 “ 0
gdzie r = .

log log x




Przypadek?

(O < By <=

«=»

Q>



Przypadek?

Nie sadze...

DD



Wielomiany

(O < By <=

«=»

Q>



Wielomiany

e kazdy wielomian moniczny f € F,[X] rozktada sie
jednoznacznie na iloczyn wielomianéw monicznych

f=P Py



Wielomiany

e kazdy wielomian moniczny f € F,[X] rozktada sie
jednoznacznie na iloczyn wielomianéw monicznych

f=P Py

o deg(f) = deg(P1) + ...+ deg(Px)



Wielomiany

e kazdy wielomian moniczny f € F,[X] rozktada sie
jednoznacznie na iloczyn wielomianéw monicznych

f=P Py

o deg(f) = deg(P1) + ...+ deg(Px)

e losowo wybrany wielomian moniczny stopnia n jest

; ief ~ 1
nierozktadalny z prawdopodobienstwem =~ -



Wielomiany

e kazdy wielomian moniczny f € F,[X] rozktada sie
jednoznacznie na iloczyn wielomianéw monicznych

f=P Py

o deg(f) = deg(P1) + ...+ deg(Px)
e losowo wybrany wielomian moniczny stopnia n jest

; ief ~ 1
nierozktadalny z prawdopodobienstwem =~ -

e punkty {log deg(P1),...,logdeg(Px)} sa roztozone
poissonowsko w przedziale [0, log n].



Przejécia graniczne

(O < By <=

«=»

Q>



Przejscia graniczne

e granica n — oo (zwykle faczone z Z)

«O> «Fr «=»

«E)»

DA



Przejscia graniczne

e granica n — oo (zwykle taczone z 7)

e granica g — oo (tego bedziemy uzywac)



|dea

Powigza¢ struktury:

o> <aFr o

Q>



Idea

Powigzaé struktury:

e permutacji z dziataniem skfadania,



Idea

Powigzaé struktury:
e permutacji z dziataniem skfadania,

e wielomianéw z dziataniem mnozenia.



Istotne réznice
e nieprzemienne

* przemienne

<O < Fr <=

«=»

Q>



Istotne rdznice

® nieprzemienne ® przemienne

e odwracalne e nieodwracalne
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® nieprzemienne e przemienne

e odwracalne e nieodwracalne




Wspdlne srodowisko

e dziedzina X; elementy stanowia czesciowe permutacje,
czyli pary (S,0), gdzie S C X, o - permutacja elementéw
S.
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Wspdlne srodowisko

dziedzina X; elementy stanowia czeSciowe permutacje,

czyli pary (S,0), gdzie S C X, o - permutacja elementéw
S.

»mnozenie” to roztaczna suma zbioréw 51, 5;.
Jliczby pierwsze” P to pewien zbidr czeSciowych cykli.

,liczby naturalne” N to zbiér czeéciowych permutacji
generowanych z P za pomoca mnozenia.



U0g6|nione pOjgcia

] X:{laz,.._’q}

.X:]F_q

(O < By <=

«=»

Q>



Uogdlnione pojecia

e X=1{1,2,...,q9} e X=F,
e P - wszystkie czesciowe e P - obciecia automorfizmu
cykle Frobeniusa x — x9 do

pojedynczych orbit
(pierwiastki wielomianéw
nierozktadalnych nad Fy).



Uogdlnione pojecia

e X=1{1,2,...,q9} e X=F,
e P - wszystkie czesciowe e P - obciecia automorfizmu
cykle Frobeniusa x — x9 do

pojedynczych orbit
(pierwiastki wielomianéw
nierozktadalnych nad Fy).

e N - wszystkie czesciowe e N - obciecia automorfizmu
permutacje Frobeniusa x — x9 do
zbioréw niezmienniczych
(pierwiastki wielomianéw
bezkwadratowych nad Fy).
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Twierdzenie

Niech P, N beda rodzinami odpowiednio uogélnionych liczb
pierwszych i naturalnych okreslonych na dziedzinie X (wszystko
zalezy od parametru q zbiegajacego do nieskoriczonosci).
Przypusémy, ze:
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Uniwersalnosé

Twierdzenie

Niech P, N beda rodzinami odpowiednio uogélnionych liczb
pierwszych i naturalnych okreslonych na dziedzinie X (wszystko
zalezy od parametru q zbiegajacego do nieskoriczonosci).
Przypusémy, ze:
e dla dowolnych m,n (przy q — oc) zbiory N, Np, Nmtn
s3 niepuste i

Nimtnl = (1+ 0(1))Nin| NGl

o tylko o(|Nm||Na|) par (o1,02) € N x Ny ma
przecinajace sie nosniki.
Wéwczas istnieje uniwersalna granica (niezalezna od P, N, X),
do ktérej dla g — oo zbiega rozktad podziatéw losowej
uogélnionej liczby catkowitej z N,,.



Wielomiany wzglednie pierwsze

Twierdzenie

e Losowy wielomian f € [Fq[T] stopnia n jest bezkwadratowy
z prawdopodobieristwem 1 — o(1) (dla g — o).

o Losowe wielomiany f,g € Fq[T]| stopni m,n sa wzglednie
pierwsze z prawdopodobieristwem 1 — o(1) (dla g — o).



Dlaczego nie mozna powtdrzyc

tego rozumowania dla Z?

«O> «Fr «=»

«E)»

DA



Dlaczego nie mozna powtérzyé
tego rozumowania dla Z7

Potrzebowalismy
® granicy g — o0,
e automorfizmu Frobeniusa,

ktére nie maja odpowiednikdéw w ciatach liczbowych.



Hipoteza Riemanna

Liczba permutacji Liczba monicznych Liczba liczb
o €Sy, ktore sa wielomianéw pierwszych
cyklami nierozkfadalnych mniejszych niz x
f € Fpn stopnia d
ln! ) Li(x) + O(v/x log x)
n

U O(p?)



Twierdzenie (Arratia-
-Barbour-Tavaré, 1992)

Mozna wskaza¢ zmienng losowa
(C, 2) o tej whasnosci, ze
pierwsza wspétrzedna ma
rozktad odpowiadajacy liczbom
cykli o danych dfugosciach w
rozktadzie na cykle losowej
permutacji, druga wspoétrzedna
ma rozktad odpowiadajacy n
niezaleznym zmiennym o
rozktadach Poissona z
parametrami + (i=1,...,n)
oraz Srednia odlegtos¢ pomiedzy
wspétrzednymi to 2 + o(1).

Nowe wyniki

Twierdzenie (Arratia,2013)

Mozna wskazac¢ zmienna
losowg (5 .z ) o tej wilasnosci,
Ze piewsza wspétrzedna ma
rozktad odpowiadajacy
krotnosciom liczb pierwszych
w rozktadzie losowej liczby
catkowitej, druga wspétrzedna
ma rozktad odpowiadajacy
niezaleznym zmiennym o
rozkfadach Poissona z
parametrami % (p<n
pierwsze) oraz Srednia
odlegtfos¢ pomiedzy
wspétrzednymi to 2 + o(1).



Nowe wyniki

Twierdzenie (Ford, 2008)

Twierdzenie (Eberhard-

-Ford-Green, 2015)

Losowa liczba z przedziatu
Losowa permutacja o € S, ma  [e",e™1] ma dzielnik w
zbiér niezmienniczy wielkosci k  przedziale [eX, ek*1] z

z prawdopodobienstwem prawdopodobierstwem
= k=9(1 + log k)3, gdzie = k=3(1 + log k)2, gdzie
§ =1 Ltloglog2 § =1 _ Ltloglog2

log2 - log 2



Zrédia

W T. Tao, Cycles of a random permutation, and irreducible
factors of a random polynomial, What's new
https://terrytao.wordpress.com.
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Cycles of a random permutation, and irreducible
factors of a random polynomial

expository, math.CO, math.NT, math.PR finite fields, permutations, prime

number theorem

In analytic number theory, there is a well known analogy between the prime
factorisation of a large integer, and the cycle decomposition of a large
permutation; this analogy is central to the topic of “anatomy of the integers”, as
discussed for instance in this survey article of Granville. Consider for instance the
(stated somewhat informally). Firstly, some

following



https://terrytao.wordpress.com

Zrédta
@ A. Granville, The Anatomy of Integers and Permutations,
preprint.

WIIAT S YOUR

GRANVILLE'S AATOMY

SURGICAL SPECIALTY:
[ PG g = AR TGN



Dziekuje za uwage.



