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Lemat(y) Spernera

o (lemat Spernera - wersja staba) Niech T bedzie triangulacja sympleksu
A" ze V1 zbiorem wierzchotkdw triangulacji T. Jedli funkcja / : V3 —
[n + 1] jest etykietowaniem Spernera, to istnieje taki sympleks o € T,
ze I(vert(o)) = [n+1].

P.Macékowiak Warianty lematu Spernera SMP 2018 2/6



Lemat(y) Spernera

o (lemat Spernera - wersja staba) Niech T bedzie triangulacja sympleksu
A" ze V1 zbiorem wierzchotkdw triangulacji T. Jedli funkcja / : V3 —
[n + 1] jest etykietowaniem Spernera, to istnieje taki sympleks o € T,
ze I(vert(o)) = [n+1].

@ (o zbiorach taczacych) Niech n € N oraz dane beda triangulacja T
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Lemat(y) Spernera

o (lemat Spernera - wersja staba) Niech T bedzie triangulacja sympleksu
A" ze V1 zbiorem wierzchotkdw triangulacji T. Jedli funkcja / : V3 —
[n + 1] jest etykietowaniem Spernera, to istnieje taki sympleks o € T,
ze I(vert(o)) = [n+ 1].

@ (o zbiorach taczacych) Niech n € N oraz dane beda triangulacja T
sympleksu A" i funkcja / : V1 — [n+ 1]. Wtedy

(a) istnieje taki sympleks o € T, ze #I(vert(c)) = n+1 lub

(b) istnieje ciag wierzchotkéw v v2 ... v9 € Vr, g € N, dla ktérego
IVt = ... = I(v9), (VW) jest krawedzia pewnego sympleksu z
T,j € [q—1], oraz dla kazdego i € [n+ 1] istnieje taki indeks j € [q],

ze v/ € A].
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Triangulacja regularna

Ustalmy m, n € N oraz T := KJ(A"), V1 = VJ(A"). Zatdézmy, ze
(Lis-- oy Lopa) = L: Vo — [n4 1]
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Triangulacja regularna
Ustalmy m, n € N oraz T := KJ(A"), V1 = VJ(A"). Zatdézmy, ze
(Ly,...,Lpe1) =L: Vr — [n+1]"FL

@ Lemat:

Istnieje taka funkcja / : V' — [n+1], ze dla dowolnego o € T zachodzi
I(vert(c)) = [n+1].
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Triangulacja regularna

Ustalmy m, n € N oraz T := KJ(A"), V1 = VJ(A"). Zatdézmy, ze
(Ly,...,Lpy1) =L: V7 — [n+ 1]

o Jedli funkcja (Ly,...,Ly11) = L : V3 — [n+ 1]"*1 spetnia warunek:

dlave ATN V7, L(v) # i, i, k € [n+ 1], to istnieje taki sympleks

o € T, o wierzchotkach v1, ... vt1

ze {Lp.(VI):i€[n+1]}=[n+1].

, oraz permutacja 7 zbioru [n+1],
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(Ly,...,Lpe1) =L: Vg — [n+ 1],
e Jedli funkcja (Ly,...,Lov1) = L : V7 — [n+ 1]"*! spetnia warunek:
dlave ATN V7, L(v) # i, i, k € [n+ 1], to istnieje taki sympleks
o € T, owierzchotkach v!, ..., v™1 oraz permutacja 7 zbioru [n+41],
ze {Lp.(VI):i€[n+1]}=[n+1].
o Wtedy
(a) istnieje taki sympleks o € T, o wierzchotkach {v!,... v™"1} oraz per-
mutacja w zbioru [n+ 1], ze #{L(v'): i€ [n+1]} =n+1lub
(b) istnieja takie ciagi vi,v?,...,v9 € Vr oraz ji,...,jg € [n+1], g €N,
ze Ly (vl) = ... = Lj,(v9), (W, v/T1) jest krawedzia pewnego sympleksu
T,j € [q— 1], oraz dla kazdego i € [n + 1] istnieje taki indeks j € [q],
ze v/ € A, Ponadto jik # jk+1, k € [q — 1].
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Triangulacje dowolne

Niech T bedzie dowolna triangulacja sympleksu A" z wierzchotkami V1, n € N.
Zatézmy, ze dana jest funkcja (L1,...,Ly11) = L: V7 — [n+1]"FL.
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® (twierdzenie Bapata - wersja staba) Jedli funkcja L spetnia warunek: v €
A" N Vr pociaga Li(v) # i, i, k € [n+ 1]. Istnieje wtedy taki sympleks

o € T, funkcja h : [n+ 1] — vert(o) oraz permutacja 7 zbioru [n + 1], ze
{Ls,(h()): ie€e[n+1]} =[n+1].
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® (twierdzenie Bapata - wersja staba) Jedli funkcja L spetnia warunek: v €
AP N V7 pociaga Li(v) # i, i, k € [n+ 1]. Istnieje wtedy taki sympleks
o € T, funkcja h : [n+ 1] — vert(o) oraz permutacja 7 zbioru [n + 1], ze
{Lr;,(h(7): i€ [n+1]} =[n+1].

@ Wtedy

(a) istnieje taki sympleks o € T, permutacja 7 zbioru [n + 1] oraz funkcja
h:[n+1] — vert(o), ze #{L.,(h(i)): i€[n+1]} =n+1, lub

(b) istnieja takie ciagi vi,v?,...,v9 € Vr oraz ji,...,jg € [n+1], g €N,

ze Ly(vt) = ... = L;,(v9), przy czym albo (v/, /™) jest krawedzia
pewnego sympleksu z triangulacji T, albo v/ = v/*1, j € [q — 1], oraz
dla kazdego i € [n+ 1] istnieje taki indeks j € [q], ze v/ € A”. Ponadto

k 1, k € [g —1].
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Pokrycia sympleksu

o (lemat Gale'a [3]) Dla i € [n + 1] oznaczmy przez C' = {CJ’ C A"
J € [n+ 1]} takie pokrycie domkniete (otwarte) sympleksu A", ze
<ej D J € 5> C Ujes CJ’ dla S C [n+1]. Wtedy istnieje taka permutacja
7 zbioru [n + 1], ze Nicppy1) Cr, # 0
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o (lemat Gale'a [3]) Dla i € [n + 1] oznaczmy przez C' = {CJ’ C A"
J € [n+ 1]} takie pokrycie domkniete (otwarte) sympleksu A", ze
<ej L J € 5> C Ujes CJ’ dla S C [n+1]. Wtedy istnieje taka permutacja
7 zbioru [n + 1], ze Nignin Cr, # 0.

e Niech U;, i € [n+ 1], bedzie otwartym (domknigtym) pokryciem sym-
pleksu A", n € N. Wtedy

(@) Nigpsyy Ui # 0 lub

(b) istnieje i € [n + 1] oraz domkniety spdjny zbiér F C U; taczacy Sciany
sympleksu A", tj. FNAT # 0, j € [n+1].
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