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Lemat(y) Spernera

(lemat Spernera - wersja słaba) Niech T będzie triangulacją sympleksu

∆n ze VT zbiorem wierzchołków triangulacji T . Jeśli funkcja l : VT →
[n + 1] jest etykietowaniem Spernera, to istnieje taki sympleks σ ∈ T ,

że l(vert(σ)) = [n + 1].

(o zbiorach łączących) Niech n ∈ N oraz dane będą triangulacja T

sympleksu ∆n i funkcja l : VT → [n + 1]. Wtedy

(a) istnieje taki sympleks σ ∈ T , że #l(vert(σ)) = n + 1 lub

(b) istnieje ciąg wierzchołków v1, v2, . . . , vq ∈ VT , q ∈ N, dla którego

l(v1) = ... = l(vq),
〈
v j , v j+1

〉
jest krawędzią pewnego sympleksu z

T , j ∈ [q − 1], oraz dla każdego i ∈ [n + 1] istnieje taki indeks j ∈ [q],

że v j ∈ ∆n
i .
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Triangulacja regularna

Ustalmy m, n ∈ N oraz T := Kn
m(∆n), VT := V n

m(∆n). Załóżmy, że

(L1, . . . , Ln+1) = L : VT → [n + 1]n+1.

Jeśli funkcja (L1, . . . , Ln+1) = L : VT → [n + 1]n+1 spełnia warunek:

dla v ∈ ∆n
i ∩ VT , Lk(v) 6= i , i , k ∈ [n + 1], to istnieje taki sympleks

σ ∈ T , o wierzchołkach v1, . . . , vn+1, oraz permutacja π zbioru [n+1],

że {Lπi (v i ) : i ∈ [n + 1]} = [n + 1].

Wtedy

(a) istnieje taki sympleks σ ∈ T , o wierzchołkach {v1, . . . , vn+1}, oraz per-

mutacja π zbioru [n + 1], że #{Lπi (v i ) : i ∈ [n + 1]} = n + 1 lub

(b) istnieją takie ciągi v1, v2, . . . , vq ∈ VT oraz j1, . . . , jq ∈ [n + 1], q ∈ N,

że Lj1(v
1) = ... = Ljq (vq),

〈
v j , v j+1

〉
jest krawędzią pewnego sympleksu

T , j ∈ [q − 1], oraz dla każdego i ∈ [n + 1] istnieje taki indeks j ∈ [q],

że v j ∈ ∆n
i . Ponadto jk 6= jk+1, k ∈ [q − 1].
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Triangulacje dowolne
Niech T będzie dowolną triangulacją sympleksu ∆n z wierzchołkami VT , n ∈ N.

Załóżmy, że dana jest funkcja (L1, . . . , Ln+1) = L : VT → [n + 1]n+1.

(twierdzenie Bapata - wersja słaba) Jeśli funkcja L spełnia warunek: v ∈
∆n

i ∩ VT pociąga Lk(v) 6= i , i , k ∈ [n + 1]. Istnieje wtedy taki sympleks

σ ∈ T , funkcja h : [n + 1] → vert(σ) oraz permutacja π zbioru [n + 1], że

{Lπi (h(i)) : i ∈ [n + 1]} = [n + 1].

Wtedy

(a) istnieje taki sympleks σ ∈ T , permutacja π zbioru [n + 1] oraz funkcja

h : [n + 1]→ vert(σ), że #{Lπi (h(i)) : i ∈ [n + 1]} = n + 1, lub

(b) istnieją takie ciągi v1, v2, . . . , vq ∈ VT oraz j1, . . . , jq ∈ [n + 1], q ∈ N,

że Lj1(v
1) = ... = Ljq (vq), przy czym albo

〈
v j , v j+1

〉
jest krawędzią

pewnego sympleksu z triangulacji T , albo v j = v j+1, j ∈ [q − 1], oraz

dla każdego i ∈ [n + 1] istnieje taki indeks j ∈ [q], że v j ∈ ∆n
i . Ponadto

jk 6= jk+1, k ∈ [q − 1].
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Pokrycia sympleksu

(lemat Gale’a [3]) Dla i ∈ [n + 1] oznaczmy przez C i = {C i
j ⊂ ∆n :

j ∈ [n + 1]} takie pokrycie domknięte (otwarte) sympleksu ∆n, że〈
e j : j ∈ S

〉
⊂
⋃

j∈S C
i
j dla S ⊂ [n+1]. Wtedy istnieje taka permutacja

π zbioru [n + 1], że
⋂

i∈[n+1] C
i
πi
6= ∅.

Niech Ui , i ∈ [n + 1], będzie otwartym (domkniętym) pokryciem sym-

pleksu ∆n, n ∈ N. Wtedy

(a)
⋂

i∈[n+1] Ui 6= ∅ lub

(b) istnieje i ∈ [n + 1] oraz domknięty spójny zbiór F ⊂ Ui łączący ściany

sympleksu ∆n, tj. F ∩∆n
j 6= ∅, j ∈ [n + 1].
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