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Plan

o Wzrost bakterii
¢ Ekspresja gendw
¢ Regulacja transkrypcji

¢ Proste modele matematyczne



Wzrost bakterii

¢ Bakterie E. coli wykorzystuja glukoze jako zrddto
wegla i enerdgii.

¢ Gdy brakuje glukozy - mogg wykorzystywac laktoze.
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Regulacja ekspresji genow u bakterii

¢ Gdy w pozywce jest obecna laktoza bakterie wyt-
warzajg znaczne ilosci enzymu B-galaktozydazy.

o Obserwuje sie wtedy tez zwiekszong synteze dwdch
innych biatek: permeazy i transacetylazy.

¢ [B-galaktozydaza hydrolizuje laktoze do galaktozy i
glukozy; permeaza reguluje transport laktozy przez
btone komorkowa.

¢ Gdy brak laktozy powstaje tylko kilka molekut kazdego
Z enzymow.
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Od DNA poprzez mRNA do biatka

Translation

polypeptide
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Regulacja transkrypcji

miejsca kontrolne gen struktury

m N

¢ gen struktury - fragment DNA kodujacy biatko;

¢ miejsca kontrolne - miejsca wigzace polimeraze RNA
(promotory) czy biatka regulatorowe (operatory);

¢ biatka regulatorowe rozpoznajace miejsca kontrolne:
aktywator stymuluje transkrypcje genu struktury,
represor blokuje inicjacje transkrypcji genu struktury.



Ekspresja konstytutywna (bez regulacji)

Gen kodujgacy biatko podlega ekspresji caty czas

transkrypcja translacja

gen ————— MRNA biatko

Najprostszy model:
transkrypcja jest reakcjg zerowego rzedu,
translacja - reakcjg pierwszego rzedu,

MRNA oraz biatko podlegaja degradacji (rozpadowi)
zgodnie z reakcjg pierwszego rzedu.



Reakcje chemiczne - roOwnania Kinetyczne

Prawo dziatania mas:
szybkos¢ reakcji jest wprost proporcjonalna do iloczynu
stezen substancji reagujgcych.

Powstawanie i degradacja mRNA (M):
G G+M Mg
Powstawanie i degradacja biatka (B):
ME My B By
d[M]
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it 4; = PslBl —slBl.



Ekspresja konstytutywna

G Bum .M ™ . ) y
[M]
by T = Bum — ym[M],
VB diB] = Bs[M] — v&[B].

B ——0 dt
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Ekspresja konstytutywna

Szukamy rozwigzan stacjonarnych

diM]
T Bm — ym[M],
% = BsM — vs[B],

rozwigzujac
diM] _, dlB]

dt ’ dt
Wszystkie rozwigzania nieujemne sg zbiezne do rozwigzan
stacjonarnych

= 0.
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Reakcje chemiczne - fancuchy Markowa

M(t) - iloS€ czasteczek MRNA w chwili t

Pr(M(t + At) = m+ 1|M(t) = m) = BulAt + o(At)

Pr(M(t + At) = m— 1|M(t) = m) = yyumAt + +o(At)
Pr(M(t + At) = m|M(t) = m) =1 — (yum + Bum)At + o(At)
Pr(M(t 4+ At) = m+ k|M(t) = m) = o(At), |k| > 1.

Jak wyglada rozktad M(t)?

Wyznaczamy réwnanie na Pi(m, t) = Pr(M(t) = m).



Reakcje chemiczne - fancuchy Markowa

Pr(M(t + At) = m)
= Pr(M(t + At) = m|M(t) = k) Pr(M(t) = k)

m2 m+1, mMN m—1,

Pi(m, t+ At) = (1 — (ywm + Bm)At)Pi(m, t)
+yu(m+ DAtPi(m+1,t) + BulAtPi(m —1,t) + o(At)



Procesy urodzin i Smierci

d
EPl(m, t) =yv(m+ 1DPi(m+1,t) — yymPi(m, t),
+6MP1(m — 1, t) —BMPl(m, t)

>\O /+1
M1 Mjt1

Powstawanie i degradacja mRNA (M(t)): proces urodzin
i Smierci z intensywnosciami A\, = By, Um = Yymm.



Degradacja mRNA

Bu=0t— M(t)it— [M](t),
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Degradacja mRNA

E(M(t)) = f: mPr(M(t) = m)

% Pr(M(t) = m) = yu(m+ 1) Pr(M(t) = m+ 1)
—yumPr(M(t) = m)

%]E(/\/I(t)) = iW(’” +1)*Pr(M(t) = m+1)

m=0

- i’w(m +1)Pr(M(t)=m+1)— ifme2 Pr(M(t) = m)

m=0



Ekspresja konstytutywna - tancuch

Markowa

mP% m+1 mMNm—1,

nﬁB—m>n—|—1, n2Xh n—1.

Wtedy P(m, n, t) = Pr(M(t) = m, B(t) = n) spetnia

d
EP(m, n, t) =yu(m-+1)P(m+1,n,t) —yymP(m, n,t)

+BuP(m—1,n,t) —BuP(m,n,t)
+v8(n+1)P(m,n+1,t) —vysnP(m, n, t)
+BsmP(m,n—1,t) — BemP(m, n, t)



Ekspresja konstytutywna - tancuch
Markowa

Istnieje jedyny rozktad stacjonarny P*(m, n)

Pr(M(t) = m, B(t) =n) — P*(m,n), t — oco.
Rozktad stacjonarny mRNA jest rozktadem Poissona z
parametrem p = Bu/Ym:

Pr(M(t) = m) — Z—e".
m!

Wartosci oczekiwane spetniajg rownania kinetyczne

E(M(t)) = [M](t) oraz  E(B(t)) = [BI(1).



Ekspresja regulowana (autorepresja)

Ekspresja genu regulowana przez kodowane biatko

Bum YM
G———-u -0 d[M]
e o o=l
| d[B
o p B % = Bs[M] — v&[B],
gdzie
[O]

[G] = o([B]) =8

Oleor’ [Oltor = [O] + [OB],

O - operator, OB - do operatora przytagczone biatko.



Ekspresja regulowana

Zmieniamy zmienne ([M], [B]) na (x1, x») tak aby

dX1
— = Y \K f(xo) — x )
dt Y ( af (x2) 1)
dX2
— = V(X1 — X2),
dt ,72( 1 2)
gdzie vy, Vx, k¢ > 0 oraz
1+ x"
f(x) = ——, N\ < A autorepresja
() N+ Axn ( bresja)

Rozwigzanie stacjonarne jest rozwigzaniem rownania

Xo = X1, X1 = Kgf(x2).



Istnienie rozwigzan stacjonarnych
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Istnienie rozwigzan stacjonarnych
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Transkrypcyjny/translacyjny bursting

Eksperymentalnie zaobserwowano, ze

o DNA/mRNA podlega transkrypcji/translacji w sposéb
nieciagty,
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Transkrypcyjny/translacyjny bursting

o czestotliwos€ burstingu zalezy od stezenia molekut

¢ amplituda produkcji molekut poprzez bursting ma
rozktad wyktadniczy z gestoscia

1
h = — 7y/b,
()= e

gdzie b jest Srednig wielkoscig 'burstow’
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Dynamika z burstingiem

¢ Zastepujemy uktad rownan rozniczkowych

Xm dX2
X1 f - — = X2 - ’
—= =1 (kaf (x2) — x1), =" (x1 — x2)
uktadem stochastycznym
dx _ dx
—r =t E(he(e),  — =ve(a = %),

dt

o =(h, p) jest skokowym procesem Markowa, w ktorym
skoki pojawiajg sie z intensywnoscia ¢ = 7y, Kkpf, ich
wielkoS€ ma rozktad zgodny z gestoscig h.



Dynamika z burstingiem

Transkrypcja nastepuje w losowych momentach t; <

th < th < ..., @ pomiedzy nimi proces przebiega zgod-
nie z
dX1 dX2
rn = —Vx X1, ar = T (X1 — Xx2).
T PI‘(91 > .’171) = e_xl/b

02 Pr(ti —to>t)=e Jo o@a()ds

.

i t .



Model zredukownay - model Friedmana

¢ Tempo degradacji mMRNA jest duzo wieksze niz biatka.

o Wtedy x; & kqf(x2) i dwa réwnania

dX1 dX2
7 = TalkafOe) =x),  —= = Yulx =),
redukujemy do jednego
dx
- = f — x),
7 = V(Kaf (x) = x)

o W obecnosci burstingu otrzymujemy

% = —yx+=(h@(x)),  @(x) =vKsf ().



Model Friedmana

Biatko podlega degradacji: x'(t) = —yx(t);

powstaje w losowych momentach 0 < 1 < 6 < .. .;

czestotliwoS¢ powstawania biatka ¢(x) = ykpf (x).
Gestosc P(x, t) zmiennej losowej x(t) spetnia

OP(x,t)  O0(xP(x,t))
ot | ox

+ /OX w(y)P(y, t)h(x — y)dy.

—p(x)P(x, 1)



Model Friedmana - rozktad stacjonarny

Rozwigzanie stacjonarne P*(x) spetnia

d(yxP*(x))

D p)Pr ) - [ eIP gty

Po odcatkowaniu dostajemy

d(yxP*(x))
dx N

Rozwigzaniem jest

P*(x) = %exp /X <% — %) dy.

PONP*(x) = £ 9xP"(x).



Model Friedmana - rozktady stacjonarne

Rozktad stacjonarny ma gestosS¢ postaci

= A
P.(x) = Ce™/Px="N L (A + Ax™)?, 6= :—2 (1 = K) ,

rozktady stacjonarne ilosci biatka: b=2, A=1, A=1iA=3



Model Friedmana - rozktady stacjonarne

Rozktad stacjonarny ma gestosS¢ postaci

= A
P.(x) = Ce™/Px="N L (A + Ax™)?, 6= % (1 — K) ,

05
04

03

Pt 2&&

0 1 2 3 4 5 6 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

rozktady stacjonarne ilosci biatka, gdy A < A



Model dyskretny

o Dla x € {0,1,...} mozliwe zmiany iloSci molekut s3
postaci

XM)X—I—/(, XMX—L

o k jest wybrane losowo, niezaleznie od aktualnej ilosci
molekut, zgodnie z rozktadem h = (h(k))«>0, 9dzie
2o h(k) =1, h(k) >0, k>0, h(0) = 0;

o v(x), @(x) s intensywnoSciami spetniajacymi

©(0) >0, v(0) =0, 7(x) >0, p(x) >0, x=1,2,...



Model dyskretny

Niech P(x, t) bedzie prawdopodobienstwem, ze w chwili
t jest x czgsteczek biatka. Wtedy

OP(x,t
PP — e + VPG 1.8 = 70, 1) — () Px, 1

+ Z o(y)P(y,t)h(x—y), x=0,1,...

Degradacja biatka opisywana jest procesem Smierci z
intensywnosciami y(x), x=0,1,2,....



Model dyskretny

Zatdézmy, ze h jest rozktadem geometrycznym
h(k)=(1—-aq)¢ ", k=12, g€ (0,1),

dyskretny odpowiednik rozktadu wykfadniczego

Pr(6 > x) = g~
Pr(6 > x4+ y|6 > y) = Pr(6 > x)




Model dyskretny - rozktady stacjonarne

Rozktad stacjonarny P, = (P.(x))x>0 jest postaci

_ PA0)0(0) T 900+ av(K)

PO="000 LT m

Niech v(x) =vx, x>1, z vy > 0 oraz

1+ ©6x"

—
o(x) AT Axr

gdzie X\, ©, A\, A, n sg statymi.



Ujemny rozktad dwumianowy

X ) N
Po0 =Ygy, =01 gdsier=2

(rx = r(r+1) o (r+x=1), (No=1, p(x) = A.

......
-------




Rozktad gamma - ujemny rozktad
dwumianowy
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Jakie rozktady stacjonarne dla

Transkrypcja nastepuje w losowych momentach t; <

th < th < ..., @ pomiedzy nimi proces przebiega zgod-
nie z
dX1 dX2
rn = —Vx X1, ar = T (X1 — Xx2).
T PI‘(91 > .’171) = e_xl/b

02 Pr(ti —to>t)=e Jo o@a()ds

.

i t .



Jakie rozktady stacjonarne dla

(=] o
ooo [=]
e
\% np € {0,1}
@) _
(@] k> (1—n
Inactive 00 © o ky 0 d (_>D) 1
Promoter (Di) Q@ oo
00 ® Kfnpng
Metabolites (R) 1 — O
k:{ Proteins (P) Ny Iw nuy +1
mMRNA (M)
Ymn
: % v m—l\>/l ny — 1
kpnng
Active . . np np + 1
Promoter (Da) Ypnp
np—np—1
%l %l P P
krn
ng -5 ng+1
% > FeA T
> RASIS nrp X8 pp —1
> * R R



Lecture Notes on Mathematical Modelling
in the Life Sciences

Michael C. Mackey

Moisés Santillan
Marta Tyran-Kaminiska
Eduardo S. Zeron

Simple

Mathematical Models
of Gene Regulatory
Dynamics

@ Springer




	Plan
	Wzrost bakterii
	Regulacja ekspresji genów u bakterii
	Nagroda Nobla z Fizjologii lub Medycyny 1965
	Od DNA poprzez mRNA do białka
	Regulacja transkrypcji
	Ekspresja konstytutywna (bez regulacji)
	Reakcje chemiczne - równania kinetyczne
	Ekspresja konstytutywna
	Ekspresja konstytutywna
	Reakcje chemiczne - łancuchy Markowa
	Reakcje chemiczne - łancuchy Markowa
	Procesy urodzin i smierci
	Degradacja mRNA
	Degradacja mRNA
	Ekspresja konstytutywna - łancuch Markowa
	Ekspresja konstytutywna - łancuch Markowa
	Ekspresja regulowana (autorepresja)
	Ekspresja regulowana
	Istnienie rozwiazan stacjonarnych
	Istnienie rozwiazan stacjonarnych
	Transkrypcyjny/translacyjny bursting
	Transkrypcyjny/translacyjny bursting
	Dynamika z burstingiem
	Dynamika z burstingiem
	Model zredukownay - model Friedmana
	Model Friedmana
	Model Friedmana - rozkład stacjonarny
	Model Friedmana - rozkłady stacjonarne
	Model Friedmana - rozkłady stacjonarne
	Model dyskretny
	Model dyskretny
	Model dyskretny
	Model dyskretny - rozkłady stacjonarne
	Ujemny rozkład dwumianowy
	Rozkład gamma - ujemny rozkład dwumianowy
	Jakie rozkłady stacjonarne dla
	Jakie rozkłady stacjonarne dla

