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Zarys zagadnienia

f : R ! R klasy C 1 taka, ·ze f
0
(x) 6= 0

f jest funkcj ¾a ścísle monotoniczna

f jest odwracalana oraz f �1 : f (R)! R

Jednak mo·ze si ¾e zdarzýc i·z f1 (R) ( R; f1 (x) = arctg (x). Z kolei
dla f2 (x) = x3 + x mamy f2 (R) = R.

Kiedy równanie f (x) = y , gdzie y 2 R jest (dowolnie) ustalone,
f : R ! R jest klasy C 1 taka, ·ze f

0
(x) 6= 0 posiada jednoznaczne

rozwi ¾azanie?
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f jest funkcj ¾a ścísle monotoniczna

f jest odwracalana oraz f �1 : f (R)! R
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Jak to rozwi ¾azác?

Po÷ó·zmy g : R ! R (R przestrzeń Banacha z naturaln ¾a norm ¾a j�j)

g (x) =
1
2
jf (x)� y j2 .

Widzimy, ·ze
g
0
(x) = (f (x)� y) f 0 (x) .

Za÷o·zenie f
0
(x) 6= 0 dla x 2 R oznacza, ·ze pochodna w ka·zdym punkcie

jest izomor�zmem, czyli gwaratnuje odwracalnóśc (w ka·zdym punkcie)
pochodnej, rozumianej jako odwzorowanie liniowe i ci ¾ag÷e. Zatem
korzystaj ¾ac z Regu÷y Fermata punkt krytyczny x0 funkcjona÷u g (skoro
f
0
(x0) 6= 0) jest rozwi ¾azaniem równania:

f (x0)� y = 0.
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Koercytywnóśc (zwartóśc)

f : E ! R, gdzie E - przestrzén Banacha, jest korecytywny, je·zeli

lim
kxk!+∞

f (x) = +∞

Funkcja h1 : R�R ! R

h1 (x , y) = x2 + y2 � xy �
1
2

�
x2 + y2

�
jest koercytywna.Z drugiej strony h2 : R�R ! R

h2 (x , y) = x2 + y2 � 2xy = (x � y)2

nie jest koercytywna, gdy·z h2 (x , x) = 0.
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Twierdzenie Weierstrassa-Kamień w¾egielny optymalizacji

Funkcjona÷f : E ! R jest pó÷ci ¾ag÷y z do÷u wtedy i tylko wtedy, gdy dla
ka·zdego α 2 R zbiór

Sα = fx 2 E : f (x) � αg

jest domkni ¾ety.

Pó÷ci ¾agóśc rozwa·zamy dlatego, i·z interesuje nas jedynie poszukiwanie
argumentów mininum. Zauwa·zmy, ·ze dla funkcjona÷u koercytywnego f
zbiory Sα przy dowolnym α s ¾a ograniczone.

Twierdzenie Weierstrassa dla funkcji koercytywnej pó÷ci ¾ag÷ej z do÷u.
Za÷ó·zmy, ·ze f : Rk ! R, k 2 N, jest pó÷ci ¾ag÷a z do÷u oraz korecytywna.
Wówczas f posiada co najmniej jeden argument minimum.
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Kluczowe twierdzenie - punkt wyj́scia do analogii

Twierdzenie. Niech f : R ! R b ¾edzie funkcj ¾a klasy C 1 tak ¾a, ·ze
f
0
(x) 6= 0 dla wszystkich x 2 R oraz tak ¾a, ·ze funkcja x ! 1

2 jf (x)j
2 jest

koercytywna na R. Wtedy f �1 : R ! R jest równie·z klasy C 1 oraz
f (R) = R (czyli f jest globalnie odwracalna).

Dowód. Poka·zemy najpierw, ·ze f (R) = R. Wézmy dowolne y 2 R.
Skoro funkcjona÷x ! 1

2 jf (x)j
2 jest koercytywny na R, to równie·z

funkcjona÷g dany wzorem

g (x) =
1
2
jf (x)� y j2 = 1

2
(f (x)� y)2 , x 2 R,

jest koercytywny. Zatem, ze wspominanego wy·zej Twierdzenia
Weierstrassa, posiada argument minimum, oznaczany przez x0, spe÷niaj ¾acy
równanie f (x0) = y .

M. G. (Politechnika ×ódzka) Odwracalnóśc 27 sierpnia, 2018 6 / 14



Dowód- czyli jak bez "trudu" uogólniác dalej (chowaj ¾ac
szczegó÷y)

Wyka·zemy teraz jednozancznóśc argumentu minimum. Przypúścmy, ·ze dla
pewnego y 2 R istniej ¾a dwa ró·zne argumenty minimum x1 6= x2. Wtedy
g (x1) = g (x2) = 0. Funkcja g nie jest oczywíscie stale równa zeru na
odcinku [x1, x2], st ¾ad ma we wn¾etrzu tego przedzia÷u argument maksimum
v taki, ·ze g (v) > 0. Ponadto, g

0
(v) = 0, czyli f (v)� y = 0. Ale to

oznacza, ·ze g (v) = 0, wi ¾ec g (v) = 0 i otrzymana sprzecznóśc kończy
dowód. �
Obserwacja (Jean Mawhin): twierdzenie Rolle�a to 1szy mountain pass.
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Przypadek przestrzeni wielowymiarowej (skończenie)

Twierdzenie Couranta (Skónczenie wymiarowy lemat o prze÷¾eczy
górskiej) Przypúścmy, ·ze funkcjona÷f : Rn ! R klasy C 1 jest
korecytywny i posiada dwa ró·zne argumenty minimum lokalnego x1 oraz
x2. Wówczas funkcjona÷f posiada trzeci punkt krytyczny x3 ró·zny od x1
oraz x2, i taki, który nie jest argumentem minimum lokalnego. Dok÷adniej
w ka·zdym otoczeniu punktu x3, istniej x taki, ·ze f (x) < f (x3).

Twierdzenie Hadamarda. Za÷ó·zmy, ·ze f : Rn ! Rn jest
odwzorowaniem klasy C 1 takim, ·ze
(i) det f 0(x) 6= 0 dla dowolnego x 2 Rn,
(ii) kf (x)k ! ∞, je·zeli kxk ! ∞.
Wtedy f (Rn) = Rn, f jest odwracalny oraz f �1 jest odwzorowaniem
klasy C 1.
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Przestrzenie nieskończonego wymiaru: jak szukác analogii

Problemy na które natra�amy s ¾a nast ¾epuj ¾acego rodzaju:

(1) jak poprawnie zde�niowác funkcjona÷g?
(2) jak zapewníc istnienie argumentu minimum dla g (przy ustalonym
y)?
(3) jak wykazác jednoznacznóśc rozwi ¾azán?

(4) jakie s ¾a wyniki dotycz ¾ace lokalnej odwracalnósci (czym zast ¾apíc
det f

0
(x) 6= 0 dla x 2 Rn)?
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Dyfeomor�zm

Odwzorowanie f : X ! Y klasy C 1 nazywamy dyfeomor�zmem je·zeli jest
bijekcj ¾a (tj. iniekcj ¾a czyli odwzorowaniem ró·znowartósciowym oraz
suriekcj ¾a, czyli odwzorowaniem "na") oraz odwzorowanie odwrotne
f �1 : Y ! X jest równie·z klasy C 1.

Z Twierdzenia o funkcji odwrotnej wiadomo, ·ze odwzorowanie f : X ! Y
takie, ze dla ka·zdego x 2 X pochodna (czyli odwzorowanie liniowe i
ci ¾ag÷e) jest odwzorowaniem "na" tzn. f 0(x)X = Y oraz odwracalnym,
tzn. istnieje sta÷a αx > 0 taka, ·ze

f 0(x)h

 � αx khk dla wszystkich h 2 X

jest lokalnym dyfeomor�zmem klasy C 1; f 0(x) 2 Isom (X ,Y ).
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Analogia tw. Weierstrassa w p. Banacha

Warunek Palais-Smale: f : E ! R jest ró·zniczkowalny w sensie Fréchete�a;
f spe÷nia warunek Palais-Smale�a jésli z ka·zdego ci ¾agu (xn) takiego, ·ze
(i) (f (xn)) jest ograniczony, oraz
(ii) f 0(xn)! 0, tzn. kf 0(xn)kE � ! 0
mo·zna wybrác podci ¾ag (normowo) zbie·zny.

Twierdzenie o istnienie argumentu minimum dla funkcjona÷u klasy
C 1. Za÷ó·zmy, ·ze f 2 C 1(E ,R) spe÷nia warunek (PS) oraz ·ze f jest
ograniczony z do÷u. Wtedy zadanie (P) posiada rozwi ¾azanie, czyli istnieje
punkt x0, taki, ·ze f (x0) = infx2E f (x).
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Zbiór punktów krytycznych (analogia z prost ¾a)

Twierdzenie o naturze zbioru punktów krytycznych (Pucci-Serrin).
Za÷ó·zmy, ·ze f 2 C 1(E ,R) spe÷nia warunek (PS) oraz, ·ze ka·zdy punkt
krytyczny funkcjona÷u f jest argumentem minimum lokalnego.Wówczas
jest on argumentem minimum globalnego oraz zbiór argumentów minimum
jest spójny.
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Wynik ogólny

Twierdzenie o globalnym dyfeomor�zmie w przestrzeniach Banacha.
X , Y przestrzenie Banacha. Za÷ó·zmy, ·ze f 2 C 1 (X ;Y ) jest
odwzorowaniem klasy , η 2 C 1 (Y ;R+) oraz

(a1) (η (x) = 0() x = 0) oraz
�

η
0
(x) = 0() x = 0

�
;

(a2) dla ka·zdego y 2 Y funkcjona÷ϕ : X ! R dany wzorem

ϕ (x) = η (f (x)� y)

spe÷nia warunek Palais-Smale�a;
(a3) f 0(x) 2 Isom (X ,Y ) dla ka·zdego x 2 X .
Wówczas f jest dyfeomor�zmem.
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Jak to dalej ugólníc (i wykorzystác)

funkcje (lokalnie lipschitzowskie)

mniej restrykcyjne lokalne warunki odwracalnósci

funkcje z punktami osobliwymi - powrót do scie·zek górskich zamiast
gotowych narz ¾edzi

równania ca÷kowy (Volterry i Urysohna), zagadnienia brzegowe dla
równań eliptycznych - tu ciekawostka: wyniki s ¾a równowa·zne
zastosowaniu bezpósredniej met. rach. war. (dla rów. zwyczajnych).
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