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Zarys zagadnienia

o f:R — R klasy C! taka, ze ' (x) # 0

o f jest funkcja Sciéle monotoniczna

o f jest odwracalana oraz f~1: f (R) — R

o Jednak moze sig zdarzy¢ iz fi (R) C R; fi (x) = arctg (x). Z kolei
dla , (x) = x> + x mamy £ (R) = R.

e Kiedy réwnanie f (x) =y, gdzie y € R jest (dowolnie) ustalone,
f:R — R jest klasy C' taka, ze f (x) # 0 posiada jednoznaczne
rozwigzanie?
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Jak to rozwigzac?

Potézmy g : R — R (IR przestrzen Banacha z naturalng normg |-|)

Widzimy, ze

g (x)=(fx)—y)f (x).

Zatozenie f (x) # 0 dla x € R oznacza, ze pochodna w kazdym punkcie
Jest izomorfizmem, czyli gwaratnuje odwracalnos¢ (w kazdym punkcie)
pochodnej, rozumianej jako odwzorowanie liniowe i ciggte. Zatem
korzystajgc z Reguty Fermata punkt krytyczny xg funkcjonatu g (skoro
f' (x0) # 0) jest rozwigzaniem réwnania:

f(x)—y=0
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Koercytywno$¢ (zwartosc)

f: E — R, gdzie E - przestrzeh Banacha, jest korecytywny, jezeli

lim f(x) = o0
[[x[| =00

Funkcja h; : R xR — R

h(xy)=x>+y*—xy > = (x*+y?)

N~

jest koercytywna.Z drugiej strony h : R X R — R
hy (x,y) = X% +y> = 2xy = (x —y)°

nie jest koercytywna, gdyz hy (x,x) = 0.
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Twierdzenie Weierstrassa-Kamien wegielny optymalizacji

Funkcjonat f : E — IR jest pdiciggly z dotu wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego o € R zbior

SY={x€eE:f(x)<a}
jest domkniety.
Pétciggosc rozwazamy dlatego, iz interesuje nas jedynie poszukiwanie

argumentéw mininum. Zauwazmy, ze dla funkcjonatu koercytywnego f
zbiory S* przy dowolnym & s3 ograniczone.

Twierdzenie Weierstrassa dla funkcji koercytywnej péiciggtej z dotu.

Zatozmy, ze f : RK — R, k € N, jest pétciagta z dotu oraz korecytywna.
Wowczas f posiada co najmniej jeden argument minimum.
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Kluczowe twierdzenie - punkt wyjscia do analogii

Twierdzenie. Niech f : R — R bedzie funkcjg klasy C! taka, ze

f' (x) # O dla wszystkich x € R oraz taka, ze funkcja x — 3 |f (x)|? jest
koercytywna na R. Wtedy f~! : R — R jest réwniez klasy C' oraz
f(R) =R (czyli f jest globalnie odwracalna).

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze f (R) = R. Wezmy dowolne y € R.
Skoro funkcjonat x — % |f (x)|2 jest koercytywny na IR, to réwniez
funkcjonat g dany wzorem

g () =317 ()~ =

jest koercytywny. Zatem, ze wspominanego wyzej Twierdzenia
Weierstrassa, posiada argument minimum, oznaczany przez xp, spetniajacy
réwnanie f (xp) = y.
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Dowdd- czyli jak bez "trudu" uogdlnia¢ dalej (chowajac

szczegoty)

Wykazemy teraz jednozanczno$¢ argumentu minimum. Przypusémy, ze dla
pewnego y € R istnieja dwa rézne argumenty minimum x; # xo. Wtedy
g (x1) = g (x2) = 0. Funkcja g nie jest oczywiscie stale réwna zeru na
odcinku [x1, x2], stagd ma we wnetrzu tego przedziatu argument maksimum
v taki, ze g (v) > 0. Ponadto, g (v) =0, czyli f (v) —y = 0. Ale to
oznacza, ze g (v) = 0, wiec g (v) = 0 i otrzymana sprzeczno$¢ konczy
dowdd. |
Obserwacja (Jean Mawhin): twierdzenie Rolle'a to 1szy mountain pass.
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Przypadek przestrzeni wielowymiarowej (skohczenie)

Twierdzenie Couranta (Skofczenie wymiarowy lemat o przeteczy
gorskiej) Przypuscmy, ze funkcjonat f : R" — R klasy C! jest
korecytywny i posiada dwa rézne argumenty minimum lokalnego x; oraz
xp. Woweczas funkcjonat f posiada trzeci punkt krytyczny xs3 rozny od xi
oraz xo, i taki, ktory nie jest argumentem minimum lokalnego. Dokfadniej
w kazdym otoczeniu punktu x3, istniej x taki, ze f (x) < f (x3).

Twierdzenie Hadamarda. Zatozmy, ze f : R" — R" jest
odwzorowaniem klasy C' takim, ze

(i) det f'(x) # 0 dla dowolnego x € R”,

(i) ||f (x)]| — oo, jeeli |Ix|| — oo.

Wtedy f (R") = R", f jest odwracalny oraz f~1 jest odwzorowaniem
klasy C*.

M. G. (Politechnika Lédzka) Odwracalno$é 27 sierpnia, 2018 8/ 14



Przestrzenie nieskoficzonego wymiaru: jak szuka¢ analogii

Problemy na ktére natrafiamy s3 nastepujacego rodzaju:
o (1) jak poprawnie zdefiniowa¢ funkcjonat g?
@ (2) jak zapewni¢ istnienie argumentu minimum dla g (przy ustalonym
y)?
o (3) jak wykaza¢ jednoznacznos¢ rozwigzah?

o (4) jakie sg wyniki dotyczace lokalnej odwracalnosci (czym zastgpié
det f (x) # 0 dla x € R")?
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Odwzorowanie f : X — Y klasy C' nazywamy dyfeomorfizmem jezeli jest
bijekcja (tj. iniekcjg czyli odwzorowaniem réznowartosciowym oraz
suriekcja, czyli odwzorowaniem "na") oraz odwzorowanie odwrotne
f~1:Y — X jest rowniez klasy C*.

Z Twierdzenia o funkcji odwrotnej wiadomo, ze odwzorowanie f : X — Y
takie, ze dla kazdego x € X pochodna (czyli odwzorowanie liniowe i
ciggte) jest odwzorowaniem "na" tzn. f'(x)X = Y oraz odwracalnym,
tzn. istnieje stata ax > 0 taka, ze

|F"(x)h|| = ax || A dla wszystkich h € X

jest lokalnym dyfeomorfizmem klasy C!; f'(x) € Isom (X, Y).
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Analogia tw. Weierstrassa w p. Banacha

Warunek Palais-Smale: f : E — R jest rozniczkowalny w sensie Fréchete’a;
f spetnia warunek Palais-Smale’a jesli z kazdego ciagu (x,) takiego, ze

(i) (f(xn)) jest ograniczony, oraz

(i) f'(xp) — 0, tzn. [|[f'(xn)]lgx — O

mozna wybra¢ podcigg (normowo) zbiezny.

Twierdzenie o istnienie argumentu minimum dla funkcjonatu klasy
CY. Zatozmy, ze f € C'(E,R) spefnia warunek (PS) oraz ze f jest
ograniczony z dotu. Wtedy zadanie (P) posiada rozwigzanie, czyli istnieje
punkt xq, taki, ze f (xo) = infyeg f (x).

11/ 14
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Zbiér punktéw krytycznych (analogia z prost3)

Twierdzenie o naturze zbioru punktéw krytycznych (Pucci-Serrin).
Zatézmy, ze f € C1(E,R) spetnia warunek (PS) oraz, ze kazdy punkt
krytyczny funkcjonatu f jest argumentem minimum lokalnego.Wdwczas
jest on argumentem minimum globalnego oraz zbiér argumentow minimum

jest spojny.
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Wynik ogélny

Twierdzenie o globalnym dyfeomorfizmie w przestrzeniach Banacha.
X, Y przestrzenie Banacha. Zatszmy, ze f € C1 (X;Y) jest
odwzorowaniem klasy , 1 € Ct (Y;Ry) oraz

(a1) (1 (x) = 0 <= x = 0) oraz (' (x) = 0 = x = 0);

(a2) dla kazdego y € Y funkcjonat ¢ : X — R dany wzorem

¢ (x)=n(f(x)—y)

spetnia warunek Palais-Smale’a;
(a3) f'(x) € Isom (X, Y) dla kazdego x € X .
Woéweczas f jest dyfeomorfizmem.
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Jak to dalej ugdlni¢ (i wykorzystac)

e funkcje (lokalnie lipschitzowskie)
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Jak to dalej ugdlni¢ (i wykorzystac)

e funkcje (lokalnie lipschitzowskie)

@ mniej restrykcyjne lokalne warunki odwracalnosci

o funkcje z punktami osobliwymi - powrét do sciezek gérskich zamiast
gotowych narzedzi

@ réwnania catkowy (Volterry i Urysohna), zagadnienia brzegowe dla
réwnan eliptycznych - tu ciekawostka: wyniki s3 réwnowazne
zastosowaniu bezposredniej met. rach. war. (dla réw. zwyczajnych).
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