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Punkt wyjscia

Teoria informac;ji:

o Podstawowy problem:
Jak zakodowaé dany napis (ciag znakéw) przy pomocy jak
najmniejszej liczby cyfr binarnych (zer lub jedynek)?

e Zastosowania:
— kompresja i przesytanie danych, teoretyczne podstawy
informatyki, statystyki, a nawet matematyki jako takiej.

Statystyczne modelowanie jezyka naturalnego:

o Podstawowy problem:
Jakie przypisaé¢ prawdopodobienstwo dowolnym wypowiedziom
w danym jezyku naturalnym (angielskim, polskim, chifiskim)?

o Zastosowania:
— automatyczne rozpoznawanie mowy, klawiatury telefonéw
komoérkowych, maszynowe ttumaczenie.
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Temat wystapienia

Twierdzenie o faktach i stowach (sformutowanie nieformalne)

Liczba niezaleznych faktéw opisywanych przez skonczony tekst
jest z grubsza mniejsza niz liczba réznych stéw w tymze tekscie.

4

W analogii do jezyka naturalnego, pojecie faktu i stowa mozna
zdefiniowac¢ dla do$¢ dowolnego procesu stochastycznego.
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Ku sformutowaniu formalnemu

Na dalszych slajdach zdefiniujemy:
o U(x{") — zbidr faktéw przewidywalnych z napisu xj'.
e Gppm(x{'") — rzad PPM napisu x{'.
o Vppm(x{') — zbidr stéw PPM napisu x;'.
© Wykfadnik Hilberga: hilb n® =p.

Twierdzenie o faktach i stowach

Dla dowolnego procesu stacjonarnego (X;)s2; o skonczonym
alfabecie zachodzi nieréwno$¢

nwgo E card [U(Xln) < nl‘E)lg)o E [GppM(Xln) + card Vppm(xln)] o
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@ Jak sformalizowaé pojecie stowa?
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Jak zdefiniowaé stowo w dowolnym tekscie?

@ W przypadku tekstéw w wielu jezykach naturalnych,
stowo to ciag liter od spacji do spacji:

Bee wodw poncdatomes cBododrstuin w pabrstum 8
cBoeat docmourenmbe w npabas. OHuw HADLARHSL
pazymout w cobecmuto w domncHist notmynamy- 8
omHouHuw 0pye Opyea 8 0y xe dpamcmba.

@ Co poczaé z japonskim?
TARTOARBIE. EFELGHALICLTEHETHY. D, BEiitL
EREIZODVWTEETHD, AR BHEERIDEFRITONT
BY. BEWIZA ROBAHEL>TITELETAIEGRSR0,

@ Albo z ciggiem zer i jedynek?

2 = 0.000000100000010000011000100001101000111...
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Podejscie toporne, acz skuteczne

Notacja: napis x}‘ = XjXj41..-Xk, gdzie x; to symbole.

Zbiér podstéw dtugosci m w napisie xi' to

V(m|x]) :== {x{":0<t<n—m}.

Niech Gope(x1') bedzie optymalna dtugoscig podstowa dla x{'.

Zbiér optymalnych stéw w napisie x{' to

Vopt (X1') := V(Gope(x7')|x{')-

Jak wybra¢ sensowne Gope(x1')? |
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Rozktady prawdopodobienstw PPM

Sugestii, jak wybra¢ sensowng optymalng dtugos¢ podstowa,
udziela konstrukcja rozktadéw prawdopodobienstw PPM. J

@ Rozktady PPM (Prediction by Partial Matching) to pewna
rodzina rozktadéw PPMy(x{'), gdzie k = —1,0,1, ...

o Kazdy rozktad PPM(x{') to rozktad procesu Markowa
rzedu k estymowany sukcesywnie na danym napisie x;'.

e Dla kazdego napisu xi' istnieje rzad k, dla ktérego
prawdopodobieistwo PPM(x{') jest najwigksze.
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Rozktady prawdopodobienstw PPM — definicja

Czestos¢ podstowa w napisie to

n—k+1 .
N(wflxf) == Y 1{x*" = w],
i=1
. k . k L .
gdzie x;' := Xoraz } ;. f(i) :=0dla k <.

Dla x; € {a1, a2, ..., ap} definiujemy

1
~ k=-1,

; D
i—1 . :
PPM(xi|x; ") := § N(xi_, |xi7!) +1
N(xi " |xj?) + D’

k >0,

PPM, (x]') := [ [ PPM(xi]x ).
i=1
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Maksymalne powtérzenie, rzad PPM i stownik PPM

@ Dtugos¢ maksymalnego powtdrzenia w napisie x7' to

L(x{') := max {k : N(wf|xf") > 2 dla pewnego wlk} .

Zauwazmy, ze PPMy(x{') = D™" dla k > L(x{').

Rzad PPM Gppm(x{') to najmniejsza liczba G taka, ze

PPMg(x;') > PPM(x{') dla kazdego k > —1.

Mamy Gppm(x{) < L(x{") < n.

Zbiér stow PPM w napisie x7' to

Vepm(xy') := V(Gppm(x()|x7')-
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Rzad PPM na wykresie
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Liczba réznych stéw PPM na wykresie

cardinality of the PPM vocabulary
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© Jak sformalizowaé pojecie faktu?
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Algorytmiczna teoria informacji

@ Mamy ustalong bezprzedrostkowg maszyne Turinga.

o Ztozonos¢ Kotmogorowa H(x{') to dtugos¢ najkrétszego
programu generujacego napis xj':

H(x{') := min {|p| : S(p) = x'} ,

gdzie S(p) to wynik programu p.
(Funkcja x{' +— H(x{) nie jest obliczalna.)

o Nieskonczony ciagg (x;)$2; = (x1, X2, X3, ...) jest nazywany
algorytmicznie losowym, gdy istnieje stata ¢ > 0 taka, ze

H(x{") > n—c.

(Zachodzi to, gdy najkrétszy program ma postac print xj'.)
o Ciag rzutdéw uczciwg moneta jest algorytmicznie losowy pnp.



Definicja faktéw
000e®000

Prawdopodobienstwo stopu

@ Prawdopodobienstwo stopu € to liczba

Q= ) 27l e(o,1).

p:S(p)#L
o Zdefiniujmy rozwinigcie binarne (2¢)%2; = (1, 22,23, ...),
gdzie Q4 € {0,1} oraz Y72, 27%Q, = Q.
o Ciag ()52, jest ciagiem algorytmicznie losowym.

@ Ponadto, gdybySmy znali napis f, moglibySmy odpowiedzie¢
na pytanie, ktére stwierdzenia matematyczne dtugosci
mniejszej od n s3 prawdziwe, a ktdre nie.

Prawdopodobienstwo stopu €2 jest ,kamieniem filozoficznym” .
Cyfry Q4 s3 niezaleznymi faktami matematycznymi. J
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Proces Santa Fe

© Rozpatrzmy przestrzen probabilistycznag (J, J, P).

@ Niech (K;)2, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o wartosciach w liczbach naturalnych,
Ki:J—-N=1{1,2,3,...}, i o rozktadzie

P(Kl=k)=cl.((_o:x)’ a>1,

gdzie {(a) = > oo k™.
© Proces Santa Fe to ciag zmiennych (X;)$2, ztozonych z par
Xi = (Ki, Qk;),

gdzie Qy to cyfry prawdopodobienstwa stopu.
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Od procesu Santa Fe do prawdopodobienstwa stopu

o Zdefiniujmy funkcje:

0’ jes’li Vie{l,...n} (Xi = (ks Z) == Xj = (ka O))a
g(k’xln) =41, jesli vie{l,...n} (Xi = (k,Z) = Xj = (kv 1))7
2, inaczej.

@ Funkcja ta jest obliczalna i dla procesu Santa Fe spetnia

Ii}m g(k, X,."L") = Q prawie na pewno.
n o0

@ Okreslmy zbiér niezaleznych faktéw przewidywalnych z x{':
U(x{) := {l € N: g(k, x{") = Qi dla wszystkich k < I} .
@ Dla procesu Santa Fe mamy wzrost potegowy

card U(X]")

lim su
P nl/a

n—-oo

€ (0, 0o0) prawie na pewno.
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Zbiér przewidywalnych faktow — w ogdlnosci

Niech (z4)%2; = (21, 22, 23, ...) bedzie ustalonym ciggiem
algorytmicznie losowym, niekoniecznie rébwnym rozwinieciu
binarnemu prawdopodobienstwa stopu.

Symbole z; nazywaé bedziemy niezaleznymi faktami.
Niech g(k, x{') bedzie ustalona funkcja obliczalna.
Niech x{' bedzie dowolnym napisem.

Okreslmy zbiér niezaleznych faktéw przewidywalnych z x{'":

U(x]) := {I € N: g(k,x{') = z dla wszystkich k < I}.
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@ Jak udowodni¢ twierdzenie o faktach i stowach?
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Wyktadnik Hilberga

o Wyktadnik Hilberga definiujemy jako

hilb s(n) := limsu
n—oo ( ) n—>oop |0g

log™ s(n) log™* x — log(x +1), x>0,
© %" 0 x <0
, .

Mamy hilb n® = 8dla 3 > 0.
n— o0
@ Dla procesu Santa Fe mamy prawie na pewno
. o
hilb_card U(X{") =1/a € (0,1).
o Dla jezyka naturalnego mamy prawdopodobnie

h_i)'b card VppM(Xln) =~ 0.8.
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Twierdzenie o faktach i stowach

Na poprzednich slajdach zdefiniowali$my:
o U(x{") — zbidr faktéw przewidywalnych z napisu xj'.
e Gppm(x{'") — rzad PPM napisu x{'.
o Vppm(x{') — zbidr stéw PPM napisu x;'.
© Wykfadnik Hilberga: hilb n® =p.

Twierdzenie o faktach i stowach

Dla dowolnego procesu stacjonarnego (X;)s2; o skonczonym
alfabecie zachodzi nieréwno$¢

nwgo E card [U(Xln) < nl‘E)lg)o E [GppM(Xln) + card Vppm(xln)] o
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Twierdzenie o wyktadnikach Hilberga

Twierdzenie

Niech J(n) := 2G(n) — G(2n). Jezeli lim,_, o G(n)/n = g, to

Hilb [G(n) — ng] < hilb J(n),

gdzie réwno$¢ zachodzi, gdy J(n) > 0.

e Entropia Shannona H(X{]") := E [— log P(X{)].
@ Intensywnos¢ entropii Shannona h := lim,_, H(X{)/n.
@ Informacja wzajemna Shannona

I(Xn; X2n

200 = H(X{) + H(X21,) — H(X?™)

= 2H(XJ") — H(X?") > 0.

Stad hilby_s00 [H(X{') — nh] = hilby_ye0 I(X{; X27,).
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Zarys dowodu twierdzenia o faktach i stowach

o Niech Hppm(x!) := — log [Zi‘;_l PPM(x)/(k + 2)2]
@ Mamy réwnos¢ intensywnosci entropii

EH(X" E Hppp (X7
b= lim PHD) _ o EHeem(XT)

n— oo n n— oo n
@ Oznaczmy informacje wzajemng PPM
Ippm(x('s x271) == Hppm(x{') + Hppm(x27,) — Hepm(x{").
@ Twierdzenie o faktach i stowach jest konsekwencja nieréwnosci
nlE!IgOE card U(X]") < nll"o)o [E H(X{") — hn]
< hilb [EHppm(X{') — hn] < hilb Elppm(X{"; X31;)

< n@goE [Gppm(xln) + card VppM(Xln)] .
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© Konkluzje
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Konkluzje

@ PrzedstawiliSmy twierdzenie o faktach i stowach, ktére orzeka,
ze liczba niezaleznych faktéw opisywanych przez skonczony
tekst jest mniejsza niz liczba réznych stéw w tymze tekscie.

o Dla tekstéow w jezyku naturalnym, liczba réznych stéw zdaje
sie rosng¢ potegowo z dtugoscia tekstu.

@ Czy zatem liczba niezaleznych faktéw opisywanych przez
teksty w jezyku naturalnym réwniez rosnie potegowo z
dtugoscia tekstu?
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