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Zagadnienie 1

Zagadnienie 1 - gtosowanie

Apolonia i Badzimir umawiaja sie na brzegu jeziora. Chcemy stworzyé
mechanizm ,,gtosowania” ustalajacy konkretne miejsce randki na podstawie
wskazan preferowanych miejsc Apolonii i Badzimira (kazdego z nich
osobna) — bez wczesniejszej wiedzy, jakie miejsca oni wskaza.
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw

Celem naszym jest zatem skonstruowanie ciagtej funkcji gtosowania, ktérej
argumentami sa propozycje Apolonii i Badzimira spetniajacej nastepujace
warunki:

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018 4 / 56



Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw

Celem naszym jest zatem skonstruowanie ciagtej funkcji gtosowania, ktérej
argumentami sa propozycje Apolonii i Badzimira spetniajacej nastepujace
warunki:

@ Jesli oboje wskazujg ten sam punkt, wynikiem glosowania bedzie ten
wtasnie punkt.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018 4 / 56



Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw

Celem naszym jest zatem skonstruowanie ciagtej funkcji gtosowania, ktérej
argumentami sa propozycje Apolonii i Badzimira spetniajacej nastepujace
warunki:
@ Jesli oboje wskazujg ten sam punkt, wynikiem glosowania bedzie ten
wtasnie punkt.
@ Nikt z uczestnikéw nie jest forowany: wynik gtosowania nie zalezy od
tego, ktéry z gtoséw oddata Apolonia, a ktéry Badzimir.
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw

Pierwszy, naturalny pomyst: punkt posredni miedzy obydwiema
propozycjami
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw

Pierwszy, naturalny pomyst: punkt posredni miedzy obydwiema
propozycjami nie dziata, ze wzgledu na brak zdefiniowanego rozwiazania po
wybraniu punktéw przeciwlegtych.
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunkéw

Pierwszy, naturalny pomyst: punkt posredni miedzy obydwiema
propozycjami nie dziata, ze wzgledu na brak zdefiniowanego rozwiazania po
wybraniu punktéw przeciwlegtych. Czy wiec taka funkcja w ogéle istnieje?
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Od jakiego$ czasu techniki topologiczno-geometryczne stosuje sie do
badania utworéw muzycznych.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Od jakiego$ czasu techniki topologiczno-geometryczne stosuje sie do
badania utworéw muzycznych. Po skonstruowaniu przestrzeni mozliwych
dzwiekéw i ich zestawéw (akordéw) mozna interpretowac linie melodyczne

jako trajektorie w takiej przestrzeni.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Od jakiego$ czasu techniki topologiczno-geometryczne stosuje sie do
badania utworéw muzycznych. Po skonstruowaniu przestrzeni mozliwych
dzwiekéw i ich zestawéw (akordéw) mozna interpretowac linie melodyczne
jako trajektorie w takiej przestrzeni. Taka interpretacja umozliwia
komputerowa analize muzyki i znajduje zastosowanie w opisywaniu
charakterystycznych cech utworéw muzycznych komponowanych przez
danego autora, a w konsekwencji w rozpoznawaniu autorstwa (gdy nie jest
ono pewne) lub tworzenie utworéw ,w stylu” danego kompozytora.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Od jakiego$ czasu techniki topologiczno-geometryczne stosuje sie do
badania utworéw muzycznych. Po skonstruowaniu przestrzeni mozliwych
dzwiekéw i ich zestawéw (akordéw) mozna interpretowac linie melodyczne
jako trajektorie w takiej przestrzeni. Taka interpretacja umozliwia
komputerowa analize muzyki i znajduje zastosowanie w opisywaniu
charakterystycznych cech utworéw muzycznych komponowanych przez
danego autora, a w konsekwencji w rozpoznawaniu autorstwa (gdy nie jest
ono pewne) lub tworzenie utworéw ,w stylu” danego kompozytora. Na
najprostszym poziomie pozwala wyznaczy¢ ,dopuszczalne” w ramach danej
konwencji sekwencje dzwiekéw i akordéw.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Wszelkie teorie muzyki i jej zapisu opieraja sie na tym, ze ludzie odbieraja
dzwiek w skali logarytmicznej i okresowej: w szczegélnosci, dzwiek o
czestotliwosci g i dzwiek o czestotliwosci 2g wydaja sie by¢ przesuniete o te
sama "odlegtos¢” w przestrzeni dzwiekéw (oktawe) i maja te sama barwe.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Wszelkie teorie muzyki i jej zapisu opieraja sie na tym, ze ludzie odbieraja
dzwiek w skali logarytmicznej i okresowej: w szczegélnosci, dzwiek o
czestotliwosci g i dzwiek o czestotliwosci 2g wydaja sie by¢ przesuniete o te
sama "odlegtos¢” w przestrzeni dzwiekéw (oktawe) i maja te sama barwe.
Jesli fundamentalnej czestotliwosci dzwieku g przypisze sie liczbe
rzeczywista p w nastepujacy sposéb:

q
p(g) =69 + 12 |0g2(m)7
to rezultatem bedzie ,,0$ liczbowa dzwiekéw” (R), w ktérej kazda oktawa
ma dtugos¢ 12, péttony (czyli réznice pomiedzy dzwiekami sasiednich
klawiszy fortepianu) maja dtugos¢ 1, a "sSrodkowe” C jest oznaczone jako
60.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Jako, ze barwa dzwieku jest najczesciej wazniejsza niz to, do jakiej oktawy
dany dzwiek nalezy, zamiast catej ,,0si liczbowej dZzwiekéw” bedziemy
rozwazac ,koto dzwiekéw” R /127Z. Liczby catkowite na tym kole
odpowiadaja klasycznej zachodniej literowej notacji muzycznej C =0,
Ci=1,..,A=9, A =10=t, B=11= e (w Polsce nuta B nazywana
jest H, ale bede uzywa¢ miedzynarodowej notacji). Jednakze, w ogdlne;j
teorii muzyki rozwazamy réwniez dzwieki posrednie.

0.17
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Pierwszym, pochodzacym z lat 20-tych XVIII wieku, przyktadem
geometrycznej interpretacji elementéw teorii muzyki jest tak zwane koto

kwintowe, pokazujgce zwiazki pomiedzy poszczegélnymi tonacjami

durowymi:
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Leonhard Euler pomagat muzykom opracowywac tzw. Tonnetz, czyli graf
pokazujacy harmonijne przejscia linii melodycznych pomiedzy tréjdzwickami
molowymi i durowymi (rysunek z Wikipedii):
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Zagadnienie 2 - dwudzwieki

Jednakze uporzadkowana topologiczna teorie linii melodycznych stworzyli
dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku Clifton Callender, lan Quinn i
Dmitrij Tymoczko.
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Zagadnienie 2 - dwudzwieki

Jednakze uporzadkowana topologiczna teorie linii melodycznych stworzyli
dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku Clifton Callender, lan Quinn i
Dmitrij Tymoczko. Nie bedziemy sie zajmowa¢ ogélng teorig tylko
przyjrzymy sie najprostszej sytuacji: na jakiej przestrzeni topologicznej
nalezy badac¢ linie melodyczne oparte na dwudzwiekach, czyli akordach
ztozonych z (co najwyzej) dwéch dzwiekéw?
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Zagadnienie 3 - hipoteza Toeplitza

Trzecim problemem wartym rozwazenia jest wariant hipotezy postawionej w
1911 roku przez Otto Toeplitza:

Square Peg Problem

Kazda ciagta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : S — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére s3 wierzchotkami tego samego kwadratu.
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Zagadnienie 3 - hipoteza Toeplitza

Trzecim problemem wartym rozwazenia jest wariant hipotezy postawionej w
1911 roku przez Otto Toeplitza:

Square Peg Problem

Kazda ciagta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : S — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére s3 wierzchotkami tego samego kwadratu.

Oczywiscie, nie zaktadamy, ze ten kwadrat musi leze¢ wewnatrz obszaru
ograniczonego przez te krzywa.
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Zagadnienie 3 - hipoteza Toeplitza

Co ciekawe, w najogdlniejszej wersji hipoteza Toeplitza jest problemem
otwartym (wiecej na ten temat w dalszej czesci referatu).
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Zagadnienie 3 - hipoteza Toeplitza

Co ciekawe, w najogdlniejszej wersji hipoteza Toeplitza jest problemem
otwartym (wiecej na ten temat w dalszej czesci referatu). Natomiast my sie
zajmiemy pewnym uproszczonym wariantem tej hipotezy.
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Zagadnienie 3 - sformutowanie

Zagadnienie 3

Czy kazda ciaggta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : S' — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére s3 wierzchotkami tego samego prostokata?
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Zagadnienie 3 - sformutowanie

Zagadnienie 3

Czy kazda ciaggta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : S' — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére s3 wierzchotkami tego samego prostokata?

Rozwigzanie podat H.Vaughan w 1977 roku.
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Gdzie tu analogia?

Podsumujmy przedstawione przed chwilg zagadnienia:
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@ Pierwsze dotyczy teorii systeméw gtosowan, drugie — muzyki, trzecie —
elementarnej planimetrii.
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Gdzie tu analogia?

Podsumujmy przedstawione przed chwilg zagadnienia:
@ Pierwsze dotyczy teorii systeméw gtosowan, drugie — muzyki, trzecie —
elementarnej planimetrii.
@ Mozna sie domyslaé, ze w pierwszym przypadku udowodnimy
nieistnienie zadanego systemu gtosowania, a w trzecim wypadku -
istnienie danego prostokata.
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@ Pierwsze dotyczy teorii systeméw gtosowan, drugie — muzyki, trzecie —
elementarnej planimetrii.

@ Mozna sie domyslaé, ze w pierwszym przypadku udowodnimy
nieistnienie zadanego systemu gtosowania, a w trzecim wypadku -
istnienie danego prostokata.

@ Ale mimo to, w uzyskaniu informacji o zagadnieniach pomoze nam
podobna sztuczka...
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Gdzie tu analogia?

Podsumujmy przedstawione przed chwilg zagadnienia:

@ Pierwsze dotyczy teorii systeméw gtosowan, drugie — muzyki, trzecie —
elementarnej planimetrii.

@ Mozna sie domyslaé, ze w pierwszym przypadku udowodnimy
nieistnienie zadanego systemu gtosowania, a w trzecim wypadku -
istnienie danego prostokata.

@ Ale mimo to, w uzyskaniu informacji o zagadnieniach pomoze nam
podobna sztuczka...

o ...ktéra bedzie oparta na pewnych wtasnosciach wstegi Mobiusa.
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Wstega M&biusa

Wszyscy znamy (i kochamy) wstege Mdbiusa...
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Artystyczna wstega Mobiusa

...réwniez w wersji M.C. Eschera,...
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Wstega M&biusa

...jednak dla nas najwygodniejsza bedzie jej nastepujaca forma:

B C
A

A
C B

Postac¢ te interpretujemy jako ilorazowa przestrzen topologiczna

M =1[0,1]%/ ~,

gdzie ~ jest relacja sklejajaca brzegi: (0,a) ~ (1,1 — a) (kierunek sklejenia
wskazuja strzatki na obrazku).
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Lemat o retrakgji

W rozwigzaniu pierwszego z przedstawionych zagadnien kluczowy bedzie
nastepujacy lemat dotyczacy wstegi Mobiusa.

Lemat o retrakgji

Nie istnieje retrakcja wstegi Mobiusa M na jej brzeg OM, czyli
odwzorowanie r : M — OM, takie, ze dla kazdego x € M zachodzi:
r(x) = x.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor
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Lemat o retrakgji

W rozwigzaniu pierwszego z przedstawionych zagadnien kluczowy bedzie
nastepujacy lemat dotyczacy wstegi Mobiusa.

Lemat o retrakgji

Nie istnieje retrakcja wstegi Mobiusa M na jej brzeg OM, czyli
odwzorowanie r : M — OM, takie, ze dla kazdego x € M zachodzi:
r(x) = x.

Dowé6d wymaga uzycia prostych technik topologii algebraicznej.
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Lemat o retrakcji - szkic dowodu

@ Grupy podstawowe M i OM to w1 (M) = m1(OM) = Z.
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Lemat o retrakcji - szkic dowodu

e Grupy podstawowe M i OM to w1 (M) = m1(OM) = Z.

@ Zanurzenie i : M — M generuje odwzorowanie i* na odpowiednich
grupach hopotopii, ale obrazem generatora m1(0M) przez i* jest
podwojenie generatora M (obrazek powyzej), czyli i*(1) = 2.
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Lemat o retrakcji - szkic dowodu

e Grupy podstawowe M i OM to w1 (M) = m1(OM) = Z.

@ Zanurzenie i : M — M generuje odwzorowanie i* na odpowiednich
grupach hopotopii, ale obrazem generatora m1(0M) przez i* jest
podwojenie generatora M (obrazek powyzej), czyli i*(1) = 2.

@ Jesli r: M — OM bytoby retrakcja, to roi = idgy, czyli r* o i* =idyg,
ale r* o i*(1) = r*(2) # 1 - sprzecznos¢.
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Wstega Mdbiusa i RP?

Dodatkowo bedziemy potrzebowa¢ dwéch informacji:
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Wstega Mdbiusa i RP?

Dodatkowo bedziemy potrzebowa¢ dwéch informacji:

o Wstega Mdbiusa z doklejonym wzdtuz brzegu dwuwymiarowym kotem
tworzy przestrzef rzutowa RP? (rysunek powyzej).
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Wstega Mdbiusa i RP?

Dodatkowo bedziemy potrzebowa¢ dwéch informacji:

o Wstega Mdbiusa z doklejonym wzdtuz brzegu dwuwymiarowym kotem
tworzy przestrzef rzutowa RP? (rysunek powyzej).

@ RP? nie jest zanurzalna w R3 tj. nie istnieje homeomorfizm na obraz z
RP? do R3.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor

Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018 21 / 56



Zagadnienie 1 - uscislenie
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Zagadnienie 1 - uscislenie

Celem naszym jest skonstruowanie funkcji gtosowania f : S! x St — S?
spetniajacej warunki symetrycznosci (tj. f(a, b) = f(b, a)) oraz
jednomysinosci (f(a, a) = a).
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Zagadnienie 1 - uscislenie

o f:S! xS! — S!; f(a, b) = f(b,a); f(a,a) = a
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Zagadnienie 1 - uscislenie

o f:S! xS! — S!; f(a, b) = f(b,a); f(a,a) = a

o Ze wzgledu na warunek symetrycznosci funkcje te zatem wystarczy
zdefiniowaé na zbiorze par nieuporzadkowanych
X = {{a, b} : a, b € S}. Istnienie funkgji ciagtej f : X — S! takiej, ze
f({a, a}) = a jest rownowazne istnieniu szukanego systemu
gtosowania.
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Zagadnienie 2 - uscislenie

Skoro przestrzen pojedynczych dzwiekéw utozsamilismy z St = R /127, to
przestrzen dwudzwiekéw mozna utozsami¢ z tym samym zbiorem par
nieuporzadkowanych X = {{a, b} : a,b € S'}.
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Zagadnienie 3 - uscislenie

Czy kazda ciggta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : St — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére sa wierzchotkami tego samego prostokata?
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Zagadnienie 3 - uscislenie

Najpierw, przypomnijmy znang ze szkoty wtasnos¢ prostokata: jego
przekatne sa réwnej dtugosci i przecinaja sie doktadnie w potowie swojej

dtugosci.
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Zagadnienie 3 - uscislenie

Najpierw, przypomnijmy znang ze szkoty wtasnos¢ prostokata: jego
przekatne sa réwnej dtugosci i przecinaja sie doktadnie w potowie swojej
dtugosci. To stwierdzenie mozna odwrdécic: jesli mamy dwa odcinki réwne;j
dtugosci: ac i bd, ktére przecinaja sie doktadnie w potowie, to punkty

a, b, c, d tworza prostokat.
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Zagadnienie 3 - uscislenie

Najpierw, przypomnijmy znang ze szkoty wtasnos¢ prostokata: jego
przekatne sa réwnej dtugosci i przecinaja sie doktadnie w potowie swojej
dtugosci. To stwierdzenie mozna odwrdécic: jesli mamy dwa odcinki réwne;j
dtugosci: ac i bd, ktére przecinaja sie doktadnie w potowie, to punkty

a, b, c, d tworzg prostokat. Dlatego poszukiwanie prostokata wpisanego w
zadang krzywa jest réwnowazne poszukiwaniu dwéch réznych
(nieuporzadkowanych!) par punktéw o réwnych odlegtosciach i tym
samym punkcie posrednim.
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Zagadnienie 3 - uscislenie

Niech v : S! — R? bedzie zadana krzywa. Rozwazmy funkcje ¢
przypisujaca nieuporzadkowanej parze punktéw lezacych na tej krzywej
punkt z przestrzeni R3, ktérego pierwsze dwie wspétrzedne sa réwne
punktowi lezacemu posrodku odcinka taczacego te pare punktéw, a trzecia
wspétrzedna jest réwna dtugosci tego odcinka, czyli dla x,y € v(S?):

obx vt = 52, =y,

#(4,B))
[]
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Zagadnienie 3 - uscislenie

ot} = (5L x =y,

Funkcja ¢ jest ciagta, a jej obraz wyglada mniej wiecej tak:
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Zagadnienie 3 - uscislenie

o Funkcja ¢ jest ré6znowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy prostokat
wpisany w krzywa -~y nie istnigje.
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Zagadnienie 3 - uscislenie

o Funkcja ¢ jest ré6znowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy prostokat
wpisany w krzywa -~y nie istnigje.

@ Réznowartosciowos¢ funkgeji o jest réwnowazna temu, ze ¢ jest
homeomorfizmem pomiedzy zbiorami X = {{a, b} : a, b € v(S')}, a
jej obrazem (X) przedstawionym powyzej.
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Zagadnienie 3 - uscislenie

o Funkcja ¢ jest ré6znowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy prostokat
wpisany w krzywa -~y nie istnigje.

@ Réznowartosciowos¢ funkgeji o jest réwnowazna temu, ze ¢ jest
homeomorfizmem pomiedzy zbiorami X = {{a, b} : a, b € v(S')}, a
jej obrazem (X) przedstawionym powyzej.

o Dla kazdego punktu x € v(St) p({x, x}) = (x,0).
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Zagadnienie 3 - uscislenie

@ Roéznowartosciowos¢ funkcji ¢ jest réwnowazna temu, ze ¢ jest
homeomorfizmem pomiedzy zbiorami X = {{a, b} : a,b € (S}, a
jej obrazem (X)) przedstawionym powyzej.

@ Dla kazdego punktu x nalezacego do krzywej p({x, x}) = (x, 0).

o Odwzorowanie 7 : X — X takie, ze 5({a, b}) = {7(a),y(b)} jest
homeomorfizmem, tak jak i odwzorowanie g = p o5 : X — p(X)
(jesli ¢ jest homeomorfizmem).
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Analogia miedzy zagadnieniami

Podsumowujac, sprowadziliémy wszystkie trzy zagadnienia do badania
pewnych wtasnosci zbioru

X ={{a,b}:a,becS'}.
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Tajemniczy zbiér X

Rozwazmy, czym wtasciwie jest zbiér X = {{a, b} : a, b € S'}. Zacznijmy
od zbioru par uporzadkowanych S; x Si:

5 7/
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Tajemniczy zbiér X

Rozwazmy, czym wtasciwie jest zbiér X = {{a, b} : a, b € S'}. Zacznijmy
od zbioru par uporzadkowanych S; x Si:

5 7/
S (v,u)

’ ]
#

& (u,u)
51

y =

Zbiér X powstaje z S; X Sy przez ,ztozenie go na pdt”, czyli utozsamienie
punktow (u, v) i (v, u).
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Tajemniczy zbiér X

Rozwazmy, czym wtasciwie jest zbiér X = {{a, b} : a, b € S'}. Zacznijmy
od zbioru par uporzadkowanych S; x Si:

5 7/
A (v,u)

’ ]
#

& (u,u)
51

y =

Zbiér X powstaje z S; X Sy przez ,ztozenie go na pdt”, czyli utozsamienie
punktéw (u, v) i (v, u). Na linii przerywanej znajduja sie punkty postaci

(u, u).
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Tajemniczy zbiér X

51

’

/v u)

,f
#

& (u,u)

51

y

Ten zbiér bytby dos¢ prosty do analizy, gdyby nie to dziwne sklejenie dwéch
~przyprostokatnych”. Jednak mozna sobie z tym poradzi¢...

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor

Wiele stron jednostronnej wstegi
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Tajemniczy zbiér X

.. rozcinajac tréjkat wzdtuz wektora m...
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Tajemniczy zbiér X

d 4d =l
\ ™
\‘\ \\.
m m
m 4 Xy X m .
\‘\. \\
a5 a

.. 1 sklejajac ponownie.
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Tajemniczy zbiér X

d 4d =l
\ ™
\‘\ \\.
m m
m 4 Xy X m .
\\. \\
a5 a

.. i sklejajac ponownie. Okazuje sie, ze zbiér X = {{a, b} : a, b € S} jest
w rzeczywistosci zakamuflowang wstega Mobiusa, ktérej brzeg odpowiada
zbiorowi elementéw typu {u, u}.
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Zagadnienie 1 - rozwiazanie

W zagadnieniu pierwszym szukaligmy f : X — S!; f({a,a}) = a.
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Zagadnienie 1 - rozwiazanie

W zagadnieniu pierwszym szukaligmy f : X — S!; f({a,a}) = a.
Niech A : S! 5 x — {x,x} € X = OM. Gdyby system glosowania f

istniat to funkcja A o f bytaby retrakcja wstegi Mobiusa na jej brzeg —
sprzecznosé.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor

Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018

36 / 56



Zagadnienie 2 - rozwigzanie

Przestrzenia dwudzwiekéw jest po prostu wstega Mdbiusa.

transposition

unison

01 12 23 34 45 56 minor second

EE =11

et o2 13 24 35 45 [57 Majorsecond
}eo o3 1 o5 3 4 minor third
2 €3 04 5 26 ar (a5 Majorthird

‘ B e4 05 16 27 38 f perfect fourth
93 65 08 T 7 23 (s Uitone

# 49 5t e 70 81 oo perfect fourth
& S @ 7e 8 g1 Maerthid
15 66 7 8 0 0 f minor third
57 68 79 & de o  [é1] major second
J’ 67 78 89 St o o miljorsecond
66 77 88 99  # g ~[dg Unison
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Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Udowodniliémy, ze nieistnienie prostokata wpisanego w krzywa =y jest
réwnowazne istnieniu zanurzenia g zbioru X w przestrzen R3, ktére dla

x € 0X spetnia warunek g({x, x}) = (v(x),0), a dla x € int X ostatnia
wspotrzedna jest dodatnia:
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Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Dodatkowo, korzystajac z twierdzenia Schonfliesa, homeomorfizm
(7,0) : S — 4(S') x {0} mozna przedtuzy¢ do homeomorfizmu:

v* : D2 — D?(v) x {0}, gdzie przez D?(7y) oznaczam domkniety obszar
ograniczony przez krzywa 7.
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Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Teraz odwzorowanie f zadane na zbiorze X ze zbiorem D? doklejonym do
brzegu w sposéb nastepujacy:

_Je(a), dlaae X
fla) = {’y*(a), dla a € D?

jest ciagte, ze wzgledu na warunek g({x,x}) = (v(x),0) dla x € 9X,
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Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Teraz odwzorowanie f zadane na zbiorze X ze zbiorem D? doklejonym do
brzegu w sposéb nastepujacy:

,dlaae X
v*(a), dlaaeD
jest ciagte, ze wzgledu na warunek g({x,x}) = (7(x),0) dla x € 9X, i jest
réznowartosciowe, gdyz takie sa odwzorowania g i v*, a obrazy tych

OdW7Z0OrOwd d 0 d
Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIII 2018 40 / 56




Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Skoro tak, funkcja f,jiko ciggta i ré6znowartoSciowa, jest zanurzeniem
zbioru X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu w R3.
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Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Skoro tak, funkcja f, jako ciagta i réznowartosciowa, jest zanurzeniem
zbioru X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu w R3. Ale X jest wstega
Mobiusa, wiec X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu jest przestrzenia
rzutowa RP?, ktéra nie moze mieé zanurzenia w R3 - sprzecznosc.
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Zagadnienie 3 - rozwigzanie

Skoro tak, funkcja f, jako ciagta i réznowartosciowa, jest zanurzeniem
zbioru X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu w R3. Ale X jest wstega
Mobiusa, wiec X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu jest przestrzenia
rzutowa RP?, ktéra nie moze mieé zanurzenia w R3 - sprzecznosc.

A zatem, prostokat wpisany w krzywa 7 musi istniec.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018
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Zagadnienie 1 - teoria gtosowan

Klasyczne zagadnienie teorii gtosowan

Dany jest skonczony zbiér X — zbiér opcji oraz n — liczba gtosujacych.
Preferencja nazywamy liniowy porzadek na zbiorze X (ew. dopuszczajacy
réwnosci). Poszukujemy systemu gtosowania: funkcji F, ktéra dowolnemu
uktadowi preferencji gtosujacych przyporzadkowuje jedna ,preferencje
grupy” i spetnia pewne ,logiczne” zatozenia.
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Twierdzenie Arrowa
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Twierdzenie Arrowa

o (Niezaleznos¢ od opcji nieistotnych) Jesli ograniczymy zakres opcji do
dowolnego podzbioru, wzgledna kolejnosé opcji w wyniku musi
pozostac taka sama jak w petnym zbiorze. Np. jesli grupa ma wybiera¢
pomiedzy opcjami A i B, dla wyniku nie jest istotne, czy ktérys z
glosujacych stawia opcje C powyzej dwu pierwszych, czy nie.
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dowolnego podzbioru, wzgledna kolejnosé opcji w wyniku musi
pozostac taka sama jak w petnym zbiorze. Np. jesli grupa ma wybiera¢
pomiedzy opcjami A i B, dla wyniku nie jest istotne, czy ktérys z
glosujacych stawia opcje C powyzej dwu pierwszych, czy nie.

@ (Monotonicznos¢) Jesli wyborca zmieni preferencje podnoszac ranking
jednej z opcji, wynik musi albo zwiekszy¢ ranking tej opcji, albo
pozostawi¢ go na tym samym miejscu, nie moze go za$ obnizy¢.
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Twierdzenie Arrowa

o (Niezaleznos¢ od opcji nieistotnych) Jesli ograniczymy zakres opcji do
dowolnego podzbioru, wzgledna kolejnosé opcji w wyniku musi
pozostac taka sama jak w petnym zbiorze. Np. jesli grupa ma wybiera¢
pomiedzy opcjami A i B, dla wyniku nie jest istotne, czy ktérys z
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@ (Monotonicznos¢) Jesli wyborca zmieni preferencje podnoszac ranking
jednej z opcji, wynik musi albo zwiekszy¢ ranking tej opcji, albo
pozostawi¢ go na tym samym miejscu, nie moze go za$ obnizy¢.

@ (Suwerennos¢) Kazdy wynik powinien by¢ mozliwy do osiagniecia przez
pewna kombinacje gtoséw. Wykluczamy wiec procedury, w ktérych
pewne rozstrzygniecia s3 niemozliwe niezaleznie od woli wyborcéw.
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Twierdzenie Arrowa

o (Niezaleznos¢ od opcji nieistotnych) Jesli ograniczymy zakres opcji do
dowolnego podzbioru, wzgledna kolejnosé opcji w wyniku musi
pozostac taka sama jak w petnym zbiorze. Np. jesli grupa ma wybiera¢
pomiedzy opcjami A i B, dla wyniku nie jest istotne, czy ktérys z
glosujacych stawia opcje C powyzej dwu pierwszych, czy nie.

@ (Monotonicznos¢) Jesli wyborca zmieni preferencje podnoszac ranking
jednej z opcji, wynik musi albo zwiekszy¢ ranking tej opcji, albo
pozostawi¢ go na tym samym miejscu, nie moze go za$ obnizy¢.

@ (Suwerennos¢) Kazdy wynik powinien by¢ mozliwy do osiagniecia przez
pewna kombinacje gtoséw. Wykluczamy wiec procedury, w ktérych
pewne rozstrzygniecia s3 niemozliwe niezaleznie od woli wyborcéw.

Twierdzenie Arrowa, 1951

Istnieje doktadnie jeden system glosowania F, spetniajacy te warunki. Jest
to...
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Twierdzenie Arrowa

o (Niezaleznos¢ od opcji nieistotnych) Jesli ograniczymy zakres opcji do
dowolnego podzbioru, wzgledna kolejnosé opcji w wyniku musi
pozostac taka sama jak w petnym zbiorze. Np. jesli grupa ma wybiera¢
pomiedzy opcjami A i B, dla wyniku nie jest istotne, czy ktérys z
glosujacych stawia opcje C powyzej dwu pierwszych, czy nie.

@ (Monotonicznos¢) Jesli wyborca zmieni preferencje podnoszac ranking
jednej z opcji, wynik musi albo zwiekszy¢ ranking tej opcji, albo
pozostawi¢ go na tym samym miejscu, nie moze go za$ obnizy¢.

@ (Suwerennos¢) Kazdy wynik powinien by¢ mozliwy do osiagniecia przez
pewna kombinacje gtoséw. Wykluczamy wiec procedury, w ktérych
pewne rozstrzygniecia s3 niemozliwe niezaleznie od woli wyborcéw.

Twierdzenie Arrowa, 1951

Istnieje doktadnie jeden system glosowania F, spetniajacy te warunki. Jest
to... rzutowanie na jedna ze wspétrzednych, czyli dyktatura.
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Topologia gtosowan

W topologicznej teorii gtosowan (z ktdérej wynikaja wszystkie wyniki teorii
klasycznej) najstynniejszym wynikiem jest ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie (Chichilnisky, Heal; Eckmann)

Jesli przestrzen mozliwych rezultatéw gtosowania jest spéjnym
CW-kompleksem (uogélnionym wieloscianem) ztozonym ze skofczonej
ilosci komdrek, to istnienie systemu gtosowania spetaniajgcego aksjomaty
symetrii i jednomysInosci dla dowolnej liczby wybrocéw jest réwnowazne
Sciggalnosci P.
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Hipoteza Toeplitza

Square Peg Problem

Kazda ciagta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : S — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére sa wierzchotkami tego samego kwadratu.
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Hipoteza Toeplitza

Square Peg Problem

Kazda ciagta krzywa zwyczajna, zamknieta na ptaszczyznie v : S — R?
zawiera 4 rézne punkty, ktére sa wierzchotkami tego samego kwadratu.

Hipoteza ta ciagle nie jest rozstrzygnieta w tej formie, ale istnieje wiele
wynikéw czesciowych sprawiajacych, ze nie s3 znane rozwiazania tylko w
sprzypadkach patologicznych”. Na kolejnym slajdzie, kilka przyktadowych
wynikéw.
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Hipoteza Toeplitza
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Hipoteza Toeplitza

e W 1917 Emch udowodnit hipoteze Toeplitza dla krzywych kawatkami
analitycznych.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018 46 / 56



Hipoteza Toeplitza

e W 1917 Emch udowodnit hipoteze Toeplitza dla krzywych kawatkami
analitycznych.

@ Schnirelman w 1927 z poprawka Guggenheima w 1965 udowodnit ja
dla krzywych o ograniczonej krzywiznie.
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e W 1917 Emch udowodnit hipoteze Toeplitza dla krzywych kawatkami
analitycznych.

@ Schnirelman w 1927 z poprawka Guggenheima w 1965 udowodnit ja
dla krzywych o ograniczonej krzywiznie.

@ Christiansen 1950 - krzywe wypukte.
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Hipoteza Toeplitza

e W 1917 Emch udowodnit hipoteze Toeplitza dla krzywych kawatkami
analitycznych.

@ Schnirelman w 1927 z poprawka Guggenheima w 1965 udowodnit ja
dla krzywych o ograniczonej krzywiznie.

@ Christiansen 1950 - krzywe wypukte.

o Cantarella, Denne, McCleary 2014 - na krzywych klasy C! liczba
takich kwadratéw jest nieparzysta lub nieskoficzona.
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Hipoteza Toeplitza

e W 1917 Emch udowodnit hipoteze Toeplitza dla krzywych kawatkami
analitycznych.

@ Schnirelman w 1927 z poprawka Guggenheima w 1965 udowodnit ja
dla krzywych o ograniczonej krzywiznie.

@ Christiansen 1950 - krzywe wypukte.
o Cantarella, Denne, McCleary 2014 - na krzywych klasy C! liczba
takich kwadratéw jest nieparzysta lub nieskoficzona.

@ Tao 2017 - dla krzywych kawatkami Lipschitzowskich o matej statej
Lipschitza.
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Wersja dla tréjkatéw i uogolnienie zagadnienia prostokatéw

Twerdzenie o wpisywaniu tréjkatéw (Nielsen)

Dla dowolnego tréjkata T, w kazda ciagta krzywa zwyczajna, zamknieta na
ptaszczyznie mozna wpisaé nieskonczenie wiele tréjkatéw podobnych do T.
Ponadto, miejsca, w ktérych moga sie znajdowa¢ wierzchotki takich
tréjkatéw tworza zbiory geste na tej krzywe;.
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Wersja dla tréjkatéw i uogolnienie zagadnienia prostokatéw

Twerdzenie o wpisywaniu tréjkatéw (Nielsen)

Dla dowolnego tréjkata T, w kazda ciagta krzywa zwyczajna, zamknieta na
ptaszczyznie mozna wpisaé nieskonczenie wiele tréjkatéw podobnych do T.
Ponadto, miejsca, w ktérych moga sie znajdowa¢ wierzchotki takich
tréjkatow tworza zbiory geste na tej krzywe;.

Mozliwos¢ wpisania w dang krzywa prostokata o zadanej proporcji bokéw
jest zagadnieniem otwartym, nawet w przypadku krzywych klasy C*°.
Podobnie jest w wypadku innych czworokatéw, ktére mozna wpisaé w

okrag.
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Wersja dla wielokatéw i wielu wymiaréw.

Odpowiednik hipotezy Toeplitza jest fatszywy dla n-katéw przy n > 4.
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Wersja dla wielokatéw i wielu wymiaréw.

Odpowiednik hipotezy Toeplitza jest fatszywy dla n-katéw przy n > 4. Dla
odpowiednika wiecej niz 2-wymiarowego zagadnienia Toeplitza,
najciekawsze twierdzenie jakie znalaztem brzmi tak:

Twierdzenie o wpisywaniu hipeosmioscianéw (Makaev, Karasev)

Niech m bedzie liczba nieparzysta, p - liczba pierwsza, a n = p”. Wtedy w
kazde gtadkie zanurzenie I' : S"~! — R" zawiera wierzchotki regularnego
hiperosmioscianu, czyli obiektu podobnego do zbioru

{(x1,---yxn) ER" : |xq| + ...+ |xp| =1}

Co ciekawe, twierdzenie nie dziata dla hiperszescianéw (kostek), nawet dla
n=3.
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Jak wpisa¢ hiperkrowe w hiperszescian?

Jesli przez wpisanie zbioru S w uogdlniony wieloscian P rozumiemy, ze S
zawarte jest w zbiorze ograniczonym przez P i kazda ,uogélniona sciana” P
ma z S punkt wspélny, to mozna uzyskaé twierdzenie

Twierdzenie o wpisywaniu w kostki (Kakutani, Yamabe, Yujobo)

Kazdy zwarty, wypukty zbiér o niepustym wnetrzu moze by¢ wpisany w
n-wymiarowy hiperszescian (kostke).
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Praktyczne tworzenie wstegi Mdbiusa

Jesli w praktyce chcemy stworzyé wstege Mdbiusa z materiatu, ktéry
mozna zginaé w sposéb ,gtadki”, ale nie rozciaga¢ (np. z papieru), to warto
pamietaé, ze stosunek dtuzszego boku prostokata, z ktérego te wstege
tworzymy, do krétszego, musi wynosi¢ co najmniej /3.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018
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Praktyczne tworzenie wstegi Mdbiusa

Jesli w praktyce chcemy stworzyé wstege Mdbiusa z materiatu, ktéry
mozna zginaé w sposéb ,gtadki”, ale nie rozciaga¢ (np. z papieru), to warto
pamietaé, ze stosunek dtuzszego boku prostokata, z ktérego te wstege
tworzymy, do krétszego, musi wynosi¢ co najmniej v/3. Jesli koniecznie
chcemy skonstruowac¢ taka wstege z szerszego prostokata, musimy zaczaé
od zrobienia z prostokata wezszej ,harmonijki”.

Bardzie] szczegétowe badania nad mozliwoscig tworzenia wsteg Mobiusa z
réznych materiatéw, oraz nad wewnetrznymi napieciami, jakim taka wstega
podlega opublikowali w Nature: Materials w 2007 roku Starostin i van der
Heijden.
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Zastosowania technologiczne wstegi Mdbiusa

Takie badania nie s3 czysto abstrakcyjna fanaberia: stworzone z réznych
materiatéw wstegi Mobiusa przydaja sie w praktyce.
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dtugie pasy w przekaznikach tasmowych (tasmociagach) s3 czesto
formowane w ksztatt wstegi Mobiusa. Niektére takie pasy sa naprawde
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jej potowy, jak w wypadku powierzchni dwustronnych) prowadzi do sporych
oszczednosci.
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Zastosowania technologiczne wstegi Mdbiusa

Takie badania nie s3 czysto abstrakcyjna fanaberia: stworzone z réznych
materiatéw wstegi Mobiusa przydaja sie w praktyce. W szczegélnosci,
dtugie pasy w przekaznikach tasmowych (tasmociagach) s3 czesto
formowane w ksztatt wstegi Mobiusa. Niektére takie pasy sa naprawde
dtugie (do 20 km), wiec réwnomierne zuzycie catej powierzchni (a nie tylko
jej potowy, jak w wypadku powierzchni dwustronnych) prowadzi do sporych
oszczednosci.

Inne technologiczne zastosowania s3 na razie albo przesztoscig (tasmy w
maszynach do pisania) lub przysztoscia (rezystory bezindukcyjne).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonor Wiele stron jednostronnej wstegi 24 VIl 2018 51 / 56



Ciekawostka - wstegi medalowe

Wstegi na ktérych wieszane sa medale (np. na igrzyskach olimpijskich) sa
najczesciej wykonane w ksztatcie wstegi Mobiusa, co pozawala na wiekszg
stabilnos¢ zawieszonych medali (maja wieksza tendencje do opierania sie o
ciato zamiast obracania wokét wtasnej osi, gdy medalista sie poruszy).
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Ciekawostka - wstega Mobiusa w naturze

Wyciag z afrykanskiej rosliny Oldenlandia affinis byt uzywany ziotoleczniczo
w celu zmniejszenia ryzyka wystapienia komplikacji przy porodach. Podczas
badania substancji aktywnej w nim zawartej - biatka Kalata B1, okazato
sie, ze biatko to zawiera strukture odpowiadajaca wstedze Mobiusa.
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Zastosowania, o ktérych lepiej nie wspominaé
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Zastosowania, o ktérych lepiej nie wspominaé

@ Rozcinanie butek - A mathematician explains the best way to cut a
bagel
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Zastosowania, o ktérych lepiej nie wspominaé

@ Rozcinanie butek - A mathematician explains the best way to cut a
bagel

@ , Topologia” lacanowska
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Walory rozrywkowe

@ Muzyka - J.S. Bach - Crab Canon on a Mébius Strip
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Walory rozrywkowe

@ Muzyka - J.S. Bach - Crab Canon on a Mébius Strip
o Bajka - Wind and Mr. Ug
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Walory rozrywkowe

@ Muzyka - J.S. Bach - Crab Canon on a Mébius Strip
o Bajka - Wind and Mr. Ug

@ ,Magiczne" sztuczki z rozcinaniem (np. afgariskie wstegi).
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Walo mantyczne

Dziekuje za uwage.
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