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Zagadnienie 1

Zagadnienie 1 - gªosowanie

Apolonia i B¡dzimir umawiaj¡ si¦ na brzegu jeziora. Chcemy stworzy¢

mechanizm �gªosowania� ustalaj¡cy konkretne miejsce randki na podstawie

wskaza« preferowanych miejsc Apolonii i B¡dzimira (ka»dego z nich

osobna) � bez wcze±niejszej wiedzy, jakie miejsca oni wska»¡.
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunków

Celem naszym jest zatem skonstruowanie ci¡gªej funkcji gªosowania, której

argumentami s¡ propozycje Apolonii i B¡dzimira speªniaj¡cej nast¦puj¡ce

warunki:

Je±li oboje wskazuj¡ ten sam punkt, wynikiem gªosowania b¦dzie ten

wªa±nie punkt.

Nikt z uczestników nie jest forowany: wynik gªosowania nie zale»y od

tego, który z gªosów oddaªa Apolonia, a który B¡dzimir.
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Zagadnienie 1 - doprecyzowanie warunków

Pierwszy, naturalny pomysª: punkt po±redni mi¦dzy obydwiema

propozycjami nie dziaªa, ze wzgl¦du na brak zde�niowanego rozwi¡zania po

wybraniu punktów przeciwlegªych. Czy wi¦c taka funkcja w ogóle istnieje?
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Od jakiego± czasu techniki topologiczno-geometryczne stosuje si¦ do

badania utworów muzycznych. Po skonstruowaniu przestrzeni mo»liwych

d¹wi¦ków i ich zestawów (akordów) mo»na interpretowa¢ linie melodyczne

jako trajektorie w takiej przestrzeni. Taka interpretacja umo»liwia

komputerow¡ analiz¦ muzyki i znajduje zastosowanie w opisywaniu

charakterystycznych cech utworów muzycznych komponowanych przez

danego autora, a w konsekwencji w rozpoznawaniu autorstwa (gdy nie jest

ono pewne) lub tworzenie utworów �w stylu� danego kompozytora. Na

najprostszym poziomie pozwala wyznaczy¢ �dopuszczalne� w ramach danej

konwencji sekwencje d¹wi¦ków i akordów.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Wszelkie teorie muzyki i jej zapisu opieraj¡ si¦ na tym, »e ludzie odbieraj¡

d¹wi¦k w skali logarytmicznej i okresowej: w szczególno±ci, d¹wi¦k o

cz¦stotliwo±ci q i d¹wi¦k o cz¦stotliwo±ci 2q wydaj¡ si¦ by¢ przesuni¦te o t¦

sam¡ �odlegªo±¢� w przestrzeni d¹wi¦ków (oktaw¦) i maj¡ t¦ sam¡ barw¦.

Je±li fundamentalnej cz¦stotliwo±ci d¹wi¦ku q przypisze si¦ liczb¦

rzeczywist¡ p w nast¦puj¡cy sposób:

p(q) = 69 + 12 log2(
q

440
),

to rezultatem b¦dzie �o± liczbowa d¹wi¦ków� (R), w której ka»da oktawa

ma dªugo±¢ 12, póªtony (czyli ró»nice pomi¦dzy d¹wi¦kami s¡siednich

klawiszy fortepianu) maj¡ dªugo±¢ 1, a �±rodkowe� C jest oznaczone jako

60.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Jako, »e barwa d¹wi¦ku jest najcz¦±ciej wa»niejsza ni» to, do jakiej oktawy

dany d¹wi¦k nale»y, zamiast caªej �osi liczbowej d¹wi¦ków� b¦dziemy

rozwa»a¢ �koªo d¹wi¦ków� R/12Z. Liczby caªkowite na tym kole

odpowiadaj¡ klasycznej zachodniej literowej notacji muzycznej C = 0,

C ] = 1,. . . ,A = 9, A] = 10 = t, B = 11 = e (w Polsce nuta B nazywana

jest H, ale b¦d¦ u»ywa¢ mi¦dzynarodowej notacji). Jednak»e, w ogólnej

teorii muzyki rozwa»amy równie» d¹wi¦ki po±rednie.
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Pierwszym, pochodz¡cym z lat 20-tych XVIII wieku, przykªadem

geometrycznej interpretacji elementów teorii muzyki jest tak zwane koªo

kwintowe, pokazuj¡ce zwi¡zki pomi¦dzy poszczególnymi tonacjami

durowymi:
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Zagadnienie 2 - topologiczna teoria muzyki

Leonhard Euler pomagaª muzykom opracowywa¢ tzw. Tonnetz, czyli graf

pokazuj¡cy harmonijne przej±cia linii melodycznych pomiedzy trójd¹wi¦kami

molowymi i durowymi (rysunek z Wikipedii):
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Zagadnienie 2 - dwud¹wi¦ki

Jednak»e uporz¡dkowan¡ topologiczn¡ teori¦ linii melodycznych stworzyli

dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku Clifton Callender, Ian Quinn i

Dmitrij Tymoczko. Nie b¦dziemy si¦ zajmowa¢ ogóln¡ teori¡ tylko

przyjrzymy si¦ najprostszej sytuacji: na jakiej przestrzeni topologicznej

nale»y bada¢ linie melodyczne oparte na dwud¹wi¦kach, czyli akordach

zªo»onych z (co najwy»ej) dwóch d¹wi¦ków?
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Zagadnienie 3 - hipoteza Toeplitza

Trzecim problemem wartym rozwa»enia jest wariant hipotezy postawionej w

1911 roku przez Otto Toeplitza:

Square Peg Problem

Ka»da ci¡gªa krzywa zwyczajna, zamkni¦ta na pªaszczy¹nie γ : S1 → R2

zawiera 4 ró»ne punkty, które s¡ wierzchoªkami tego samego kwadratu.

Oczywi±cie, nie zakªadamy, »e ten kwadrat musi le»e¢ wewn¡trz obszaru

ograniczonego przez t¦ krzyw¡.
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Zagadnienie 3 - hipoteza Toeplitza

Co ciekawe, w najogólniejszej wersji hipoteza Toeplitza jest problemem

otwartym (wi¦cej na ten temat w dalszej cz¦±ci referatu). Natomiast my si¦

zajmiemy pewnym uproszczonym wariantem tej hipotezy.
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Zagadnienie 3 - sformuªowanie

Zagadnienie 3

Czy ka»da ci¡gªa krzywa zwyczajna, zamkni¦ta na pªaszczy¹nie γ : S1 → R2

zawiera 4 ró»ne punkty, które s¡ wierzchoªkami tego samego prostok¡ta?

Rozwi¡zanie podaª H.Vaughan w 1977 roku.
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Gdzie tu analogia?

Podsumujmy przedstawione przed chwil¡ zagadnienia:

Pierwsze dotyczy teorii systemów gªosowa«, drugie � muzyki, trzecie �

elementarnej planimetrii.

Mo»na si¦ domy±la¢, »e w pierwszym przypadku udowodnimy

nieistnienie »¡danego systemu gªosowania, a w trzecim wypadku -

istnienie danego prostok¡ta.

Ale mimo to, w uzyskaniu informacji o zagadnieniach pomo»e nam

podobna sztuczka...

...która b¦dzie oparta na pewnych wªasno±ciach wst¦gi Möbiusa.
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Wst¦ga Möbiusa

Wszyscy znamy (i kochamy) wst¦g¦ Möbiusa...
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Artystyczna wst¦ga Möbiusa

...równie» w wersji M.C. Eschera,...
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Wst¦ga Möbiusa

...jednak dla nas najwygodniejsza b¦dzie jej nast¦puj¡ca forma:

Posta¢ t¦ interpretujemy jako ilorazow¡ przestrze« topologiczn¡

M = [0, 1]2/ ∼,

gdzie ∼ jest relacj¡ sklejaj¡c¡ brzegi: (0, a) ∼ (1, 1− a) (kierunek sklejenia

wskazuj¡ strzaªki na obrazku).
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Lemat o retrakcji

W rozwi¡zaniu pierwszego z przedstawionych zagadnie« kluczowy b¦dzie

nast¦puj¡cy lemat dotycz¡cy wst¦gi Möbiusa.

Lemat o retrakcji

Nie istnieje retrakcja wst¦gi Möbiusa M na jej brzeg ∂M, czyli

odwzorowanie r : M → ∂M, takie, »e dla ka»dego x ∈ ∂M zachodzi:

r(x) = x .

Dowód wymaga u»ycia prostych technik topologii algebraicznej.
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Lemat o retrakcji - szkic dowodu

Grupy podstawowe M i ∂M to π1(M) = π1(∂M) = Z.
Zanurzenie i : ∂M → M generuje odwzorowanie i∗ na odpowiednich

grupach hopotopii, ale obrazem generatora π1(∂M) przez i∗ jest
podwojenie generatora M (obrazek powy»ej), czyli i∗(1) = 2.

Je±li r : M → ∂M byªoby retrakcj¡, to r ◦ i = id∂M , czyli r∗ ◦ i∗ = idZ,

ale r∗ ◦ i∗(1) = r∗(2) 6= 1 - sprzeczno±¢.
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Wst¦ga Möbiusa i RP2

Dodatkowo b¦dziemy potrzebowa¢ dwóch informacji:

Wst¦ga Möbiusa z doklejonym wzdªu» brzegu dwuwymiarowym koªem

tworzy przestrze« rzutow¡ RP2 (rysunek powy»ej).

RP2 nie jest zanurzalna w R3 tj. nie istnieje homeomor�zm na obraz z

RP2 do R3.
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Zagadnienie 1 - u±ci±lenie

Celem naszym jest skonstruowanie funkcji gªosowania f : S1 × S1 → S1
speªniaj¡cej warunki symetryczno±ci (tj. f (a, b) = f (b, a)) oraz
jednomy±lno±ci (f (a, a) = a).
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Zagadnienie 1 - u±ci±lenie

f : S1 × S1 → S1; f (a, b) = f (b, a); f (a, a) = a

Ze wzgl¦du na warunek symetryczno±ci funkcj¦ t¦ zatem wystarczy

zde�niowa¢ na zbiorze par nieuporz¡dkowanych

X = {{a, b} : a, b ∈ S1}. Istnienie funkcji ci¡gªej f : X → S1 takiej, »e

f ({a, a}) = a jest równowa»ne istnieniu szukanego systemu

gªosowania.
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Zagadnienie 2 - u±ci±lenie

Skoro przestrze« pojedynczych d»wi¦ków uto»samili±my z S1 ∼= R/12Z, to
przestrze« dwud¹wi¦ków mo»na uto»sami¢ z tym samym zbiorem par

nieuporz¡dkowanych X = {{a, b} : a, b ∈ S1}.
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Zagadnienie 3 - u±ci±lenie

Czy ka»da ci¡gªa krzywa zwyczajna, zamkni¦ta na pªaszczy¹nie γ : S1 → R2

zawiera 4 ró»ne punkty, które s¡ wierzchoªkami tego samego prostok¡ta?
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Zagadnienie 3 - u±ci±lenie

Najpierw, przypomnijmy znan¡ ze szkoªy wªasno±¢ prostok¡ta: jego

przek¡tne s¡ równej dªugo±ci i przecinaj¡ si¦ dokªadnie w poªowie swojej

dªugo±ci. To stwierdzenie mo»na odwróci¢: je±li mamy dwa odcinki równej

dªugo±ci: ac i bd , które przecinaj¡ si¦ dokªadnie w poªowie, to punkty

a, b, c, d tworz¡ prostok¡t. Dlatego poszukiwanie prostok¡ta wpisanego w

zadan¡ krzyw¡ jest równowa»ne poszukiwaniu dwóch ró»nych

(nieuporz¡dkowanych!) par punktów o równych odlegªo±ciach i tym

samym punkcie po±rednim.
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Zagadnienie 3 - u±ci±lenie

Niech γ : S1 → R2 b¦dzie zadan¡ krzyw¡. Rozwa»my funkcj¦ ϕ
przypisuj¡c¡ nieuporz¡dkowanej parze punktów le»¡cych na tej krzywej

punkt z przestrzeni R3, którego pierwsze dwie wspóªrz¦dne s¡ równe

punktowi le»¡cemu po±rodku odcinka ª¡cz¡cego t¦ par¦ punktów, a trzecia

wspóªrz¦dna jest równa dªugo±ci tego odcinka, czyli dla x , y ∈ γ(S1):

ϕ({x , y} = (
x + y

2
, ||x − y ||).
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Zagadnienie 3 - u±ci±lenie

ϕ({x , y} = (
x + y

2
, ||x − y ||).

Funkcja ϕ jest ci¡gªa, a jej obraz wygl¡da mniej wi¦cej tak:
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Zagadnienie 3 - u±ci±lenie

Funkcja ϕ jest ró»nowarto±ciowa wtedy i tylko wtedy, gdy prostok¡t

wpisany w krzyw¡ γ nie istnieje.

Ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji ϕ jest równowa»na temu, »e ϕ jest

homeomor�zmem pomi¦dzy zbiorami X̃ = {{a, b} : a, b ∈ γ(S1)}, a
jej obrazem ϕ(X̃ ) przedstawionym powy»ej.

Dla ka»dego punktu x ∈ γ(S1) ϕ({x , x}) = (x , 0).
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Zagadnienie 3 - u±ci±lenie

Ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji ϕ jest równowa»na temu, »e ϕ jest

homeomor�zmem pomi¦dzy zbiorami X̃ = {{a, b} : a, b ∈ γ(S1)}, a
jej obrazem ϕ(X̃ ) przedstawionym powy»ej.

Dla ka»dego punktu x nale»¡cego do krzywej ϕ({x , x}) = (x , 0).

Odwzorowanie γ̃ : X → X̃ takie, »e γ̃({a, b}) = {γ(a), γ(b)} jest
homeomor�zmem, tak jak i odwzorowanie g = ϕ ◦ γ̃ : X → ϕ(X̃ )
(je±li ϕ jest homeomor�zmem).
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Analogia mi¦dzy zagadnieniami

Podsumowuj¡c, sprowadzili±my wszystkie trzy zagadnienia do badania

pewnych wªasno±ci zbioru

X = {{a, b} : a, b ∈ S1}.
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Tajemniczy zbiór X

Rozwa»my, czym wªa±ciwie jest zbiór X = {{a, b} : a, b ∈ S1}. Zacznijmy

od zbioru par uporz¡dkowanych S1 × S1:

Zbiór X powstaje z S1 × S1 przez �zªo»enie go na póª�, czyli uto»samienie

punktów (u, v) i (v , u). Na linii przerywanej znajduj¡ si¦ punkty postaci

(u, u).
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Tajemniczy zbiór X

Ten zbiór byªby do±¢ prosty do analizy, gdyby nie to dziwne sklejenie dwóch

�przyprostok¡tnych�. Jednak mo»na sobie z tym poradzi¢...
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Tajemniczy zbiór X

... rozcinaj¡c trójk¡t wzdªu» wektora m...
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Tajemniczy zbiór X

... i sklejaj¡c ponownie. Okazuje si¦, »e zbiór X = {{a, b} : a, b ∈ S1} jest
w rzeczywisto±ci zakamu�owan¡ wst¦g¡ Möbiusa, której brzeg odpowiada

zbiorowi elementów typu {u, u}.
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Zagadnienie 1 - rozwi¡zanie

W zagadnieniu pierwszym szukali±my f : X → S1; f ({a, a}) = a.
Niech ∆ : S1 3 x → {x , x} ∈ ∂X = ∂M. Gdyby system gªosowania f
istniaª to funkcja ∆ ◦ f byªaby retrakcj¡ wst¦gi Möbiusa na jej brzeg �

sprzeczno±¢.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)Wiele stron jednostronnej wst¦gi 24 VIII 2018 36 / 56



Zagadnienie 1 - rozwi¡zanie

W zagadnieniu pierwszym szukali±my f : X → S1; f ({a, a}) = a.
Niech ∆ : S1 3 x → {x , x} ∈ ∂X = ∂M. Gdyby system gªosowania f
istniaª to funkcja ∆ ◦ f byªaby retrakcj¡ wst¦gi Möbiusa na jej brzeg �

sprzeczno±¢.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)Wiele stron jednostronnej wst¦gi 24 VIII 2018 36 / 56



Zagadnienie 2 - rozwi¡zanie

Przestrzeni¡ dwud¹wi¦ków jest po prostu wst¦ga Möbiusa.
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Zagadnienie 3 - rozwi¡zanie

Udowodnili±my, »e nieistnienie prostok¡ta wpisanego w krzyw¡ γ jest

równowa»ne istnieniu zanurzenia g zbioru X w przestrze« R3, które dla

x ∈ ∂X speªnia warunek g({x , x}) = (γ(x), 0), a dla x ∈ int X ostatnia

wspóªrz¦dna jest dodatnia:
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Zagadnienie 3 - rozwi¡zanie

Dodatkowo, korzystaj¡c z twierdzenia Schön�iesa, homeomor�zm

(γ, 0) : S1 → γ(S1)× {0} mo»na przedªu»y¢ do homeomor�zmu:

γ∗ : D2 → D2(γ)× {0}, gdzie przez D2(γ) oznaczam domkni¦ty obszar

ograniczony przez krzyw¡ γ.
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Zagadnienie 3 - rozwi¡zanie

Teraz odwzorowanie f zadane na zbiorze X ze zbiorem D2 doklejonym do

brzegu w sposób nast¦puj¡cy:

f (a) =

{
g(a), dla a ∈ X

γ∗(a), dla a ∈ D2

jest ci¡gªe, ze wzgl¦du na warunek g({x , x}) = (γ(x), 0) dla x ∈ ∂X , i jest

ró»nowarto±ciowe, gdy» takie s¡ odwzorowania g i γ∗, a obrazy tych

odwzorowa« s¡ rozª¡czne.
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Zagadnienie 3 - rozwi¡zanie

Skoro tak, funkcja f , jako ci¡gªa i ró»nowarto±ciowa, jest zanurzeniem

zbioru X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu w R3. Ale X jest wst¦g¡

Möbiusa, wi¦c X ze zbiorem D2 doklejonym do brzegu jest przestrzeni¡

rzutow¡ RP2, która nie mo»e mie¢ zanurzenia w R3 - sprzeczno±¢.

A zatem, prostok¡t wpisany w krzyw¡ γ musi istnie¢.
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Zagadnienie 1 - teoria gªosowa«

Klasyczne zagadnienie teorii gªosowa«

Dany jest sko«czony zbiór X � zbiór opcji oraz n � liczba gªosuj¡cych.

Preferencj¡ nazywamy liniowy porz¡dek na zbiorze X (ew. dopuszczaj¡cy

równo±ci). Poszukujemy systemu gªosowania: funkcji F , która dowolnemu

ukªadowi preferencji gªosuj¡cych przyporz¡dkowuje jedn¡ �preferencj¦

grupy� i speªnia pewne �logiczne� zaªo»enia.
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Twierdzenie Arrowa

(Niezale»no±¢ od opcji nieistotnych) Je±li ograniczymy zakres opcji do

dowolnego podzbioru, wzgl¦dna kolejno±¢ opcji w wyniku musi

pozosta¢ taka sama jak w peªnym zbiorze. Np. je±li grupa ma wybiera¢

pomi¦dzy opcjami A i B , dla wyniku nie jest istotne, czy który± z

gªosuj¡cych stawia opcj¦ C powy»ej dwu pierwszych, czy nie.

(Monotoniczno±¢) Je±li wyborca zmieni preferencje podnosz¡c ranking

jednej z opcji, wynik musi albo zwi¦kszy¢ ranking tej opcji, albo

pozostawi¢ go na tym samym miejscu, nie mo»e go za± obni»y¢.

(Suwerenno±¢) Ka»dy wynik powinien by¢ mo»liwy do osi¡gni¦cia przez

pewn¡ kombinacj¦ gªosów. Wykluczamy wi¦c procedury, w których

pewne rozstrzygni¦cia s¡ niemo»liwe niezale»nie od woli wyborców.

Twierdzenie Arrowa, 1951

Istnieje dokªadnie jeden system gªosowania F , speªniaj¡cy te warunki. Jest

to... rzutowanie na jedn¡ ze wspóªrz¦dnych, czyli dyktatura.
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Topologia gªosowa«

W topologicznej teorii gªosowa« (z której wynikaj¡ wszystkie wyniki teorii

klasycznej) najsªynniejszym wynikiem jest poni»sze twierdzenie:

Twierdzenie (Chichilnisky, Heal; Eckmann)

Je±li przestrze« mo»liwych rezultatów gªosowania jest spójnym

CW-kompleksem (uogólnionym wielo±cianem) zªo»onym ze sko«czonej

ilo±ci komórek, to istnienie systemu gªosowania speªaniaj¡cego aksjomaty

symetrii i jednomy±lno±ci dla dowolnej liczby wybroców jest równowa»ne

±ci¡galno±ci P .

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)Wiele stron jednostronnej wst¦gi 24 VIII 2018 44 / 56



Hipoteza Toeplitza

Square Peg Problem

Ka»da ci¡gªa krzywa zwyczajna, zamkni¦ta na pªaszczy¹nie γ : S1 → R2

zawiera 4 ró»ne punkty, które s¡ wierzchoªkami tego samego kwadratu.

Hipoteza ta ci¡gle nie jest rozstrzygni¦ta w tej formie, ale istnieje wiele

wyników cz¦±ciowych sprawiaj¡cych, »e nie s¡ znane rozwi¡zania tylko w

�przypadkach patologicznych�. Na kolejnym slajdzie, kilka przykªadowych

wyników.
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Hipoteza Toeplitza

W 1917 Emch udowodniª hipotez¦ Toeplitza dla krzywych kawaªkami

analitycznych.

Schnirelman w 1927 z poprawk¡ Guggenheima w 1965 udowodniª j¡

dla krzywych o ograniczonej krzywi¹nie.

Christiansen 1950 - krzywe wypukªe.

Cantarella, Denne, McCleary 2014 - na krzywych klasy C1 liczba

takich kwadratów jest nieparzysta lub niesko«czona.

Tao 2017 - dla krzywych kawaªkami Lipschitzowskich o maªej staªej

Lipschitza.
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Wersja dla trójk¡tów i uogólnienie zagadnienia prostok¡tów

Twerdzenie o wpisywaniu trójk¡tów (Nielsen)

Dla dowolnego trójk¡ta T , w ka»d¡ ci¡gª¡ krzyw¡ zwyczajn¡, zamkni¦t¡ na

pªaszczy¹nie mo»na wpisa¢ niesko«czenie wiele trójk¡tów podobnych do T .

Ponadto, miejsca, w których mog¡ si¦ znajdowa¢ wierzchoªki takich

trójk¡tów tworz¡ zbiory g¦ste na tej krzywej.

Mo»liwo±¢ wpisania w dan¡ krzyw¡ prostok¡ta o zadanej proporcji boków

jest zagadnieniem otwartym, nawet w przypadku krzywych klasy C∞.
Podobnie jest w wypadku innych czworok¡tów, które mo»na wpisa¢ w

okr¡g.
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Wersja dla wielok¡tów i wielu wymiarów.

Odpowiednik hipotezy Toeplitza jest faªszywy dla n-k¡tów przy n > 4. Dla

odpowiednika wi¦cej ni» 2-wymiarowego zagadnienia Toeplitza,

najciekawsze twierdzenie jakie znalazªem brzmi tak:

Twierdzenie o wpisywaniu hipeo±mio±cianów (Makaev, Karasev)

Niech m b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡, p - liczb¡ pierwsz¡, a n = pm. Wtedy w

ka»de gªadkie zanurzenie Γ : Sn−1 → Rn zawiera wierzchoªki regularnego

hipero±mio±cianu, czyli obiektu podobnego do zbioru

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x1|+ . . .+ |xn| = 1}

Co ciekawe, twierdzenie nie dziaªa dla hipersze±cianów (kostek), nawet dla

n = 3.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)Wiele stron jednostronnej wst¦gi 24 VIII 2018 48 / 56



Wersja dla wielok¡tów i wielu wymiarów.

Odpowiednik hipotezy Toeplitza jest faªszywy dla n-k¡tów przy n > 4. Dla

odpowiednika wi¦cej ni» 2-wymiarowego zagadnienia Toeplitza,

najciekawsze twierdzenie jakie znalazªem brzmi tak:

Twierdzenie o wpisywaniu hipeo±mio±cianów (Makaev, Karasev)

Niech m b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡, p - liczb¡ pierwsz¡, a n = pm. Wtedy w

ka»de gªadkie zanurzenie Γ : Sn−1 → Rn zawiera wierzchoªki regularnego

hipero±mio±cianu, czyli obiektu podobnego do zbioru

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x1|+ . . .+ |xn| = 1}

Co ciekawe, twierdzenie nie dziaªa dla hipersze±cianów (kostek), nawet dla

n = 3.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)Wiele stron jednostronnej wst¦gi 24 VIII 2018 48 / 56



Jak wpisa¢ hiperkrow¦ w hipersze±cian?

Je±li przez wpisanie zbioru S w uogólniony wielo±cian P rozumiemy, »e S

zawarte jest w zbiorze ograniczonym przez P i ka»da �uogólniona ±ciana� P

ma z S punkt wspólny, to mo»na uzyska¢ twierdzenie

Twierdzenie o wpisywaniu w kostki (Kakutani, Yamabe, Yujobo)

Ka»dy zwarty, wypukªy zbiór o niepustym wn¦trzu mo»e by¢ wpisany w

n-wymiarowy hipersze±cian (kostk¦).
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Praktyczne tworzenie wst¦gi Möbiusa

Je±li w praktyce chcemy stworzy¢ wst¦g¦ Möbiusa z materiaªu, który

mo»na zgina¢ w sposób �gªadki�, ale nie rozci¡ga¢ (np. z papieru), to warto

pami¦ta¢, »e stosunek dªu»szego boku prostok¡ta, z którego t¦ wst¦g¦

tworzymy, do krótszego, musi wynosi¢ co najmniej
√
3. Je±li koniecznie

chcemy skonstruowa¢ tak¡ wst¦g¦ z szerszego prostok¡ta, musimy zacz¡¢

od zrobienia z prostok¡ta w¦»szej �harmonijki�.

Bardziej szczegóªowe badania nad mo»liwo±ci¡ tworzenia wst¦g Möbiusa z

ró»nych materiaªów, oraz nad wewn¦trznymi napi¦ciami, jakim taka wst¦ga

podlega opublikowali w Nature: Materials w 2007 roku Starostin i van der

Heijden.
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Zastosowania technologiczne wst¦gi Möbiusa

Takie badania nie s¡ czysto abstrakcyjn¡ fanaberi¡: stworzone z ró»nych

materiaªów wst¦gi Möbiusa przydaj¡ si¦ w praktyce. W szczególno±ci,

dªugie pasy w przeka¹nikach ta±mowych (ta±moci¡gach) s¡ cz¦sto

formowane w ksztaªt wst¦gi Möbiusa. Niektóre takie pasy s¡ naprawd¦

dªugie (do 20 km), wi¦c równomierne zu»ycie caªej powierzchni (a nie tylko

jej poªowy, jak w wypadku powierzchni dwustronnych) prowadzi do sporych

oszcz¦dno±ci.

Inne technologiczne zastosowania s¡ na razie albo przeszªo±ci¡ (ta±my w

maszynach do pisania) lub przyszªo±ci¡ (rezystory bezindukcyjne).
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Ciekawostka - wst¦gi medalowe

Wst¦gi na których wieszane s¡ medale (np. na igrzyskach olimpijskich) s¡

najcz¦±ciej wykonane w ksztaªcie wst¦gi Möbiusa, co pozawala na wi¦ksz¡

stabilno±¢ zawieszonych medali (maj¡ wi¦ksz¡ tendencj¦ do opierania si¦ o

ciaªo zamiast obracania wokóª wªasnej osi, gdy medalista si¦ poruszy).
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Ciekawostka - wst¦ga Möbiusa w naturze

Wyci¡g z afryka«skiej ro±liny Oldenlandia a�nis byª u»ywany zioªoleczniczo

w celu zmniejszenia ryzyka wyst¡pienia komplikacji przy porodach. Podczas

badania substancji aktywnej w nim zawartej - biaªka Kalata B1, okazaªo

si¦, »e biaªko to zawiera struktur¦ odpowiadaj¡c¡ wst¦dze Möbiusa.
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Zastosowania, o których lepiej nie wspomina¢

Rozcinanie buªek - A mathematician explains the best way to cut a

bagel

�Topologia� lacanowska
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Walory rozrywkowe

Muzyka - J.S. Bach - Crab Canon on a Möbius Strip

Bajka - Wind and Mr. Ug

�Magiczne� sztuczki z rozcinaniem (np. afga«skie wst¦gi).
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Walory romantyczne

Dzi¦kuj¦ za uwag¦.
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