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Analogia zespolona

Ulubiona analogia BB

Kazde podobienstwo ptaszczyzny bez zmiany orientacji jest
analogia przeksztatcenia z — az + b, a ze zmianga orientacji
przeksztatcenia z — az + b.

Jezeli |a| = 1, to mamy do czynienia z izometria.
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szesciokat rownokatny o kolejnych bokach a, b, c,d, e, f

Jezeli 0§ rzeczywista jest réwnolegta do boku a oraz u = e/™/3, to

a+ bu+ cu? + du® + eu* + fu® =0 oraz 1 + v = 0. Stad
la=cl) (o= autle= A’ =0, 1=y’ =0

zatem
a—d=—(b—e)=c—f

i jest to warunek réwnowazny istnieniu takiego szesciokata.
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Ciato zespolone : ptaszczyzna kartezjanska z mnozeniem
punktow
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Twierdzenie 2.

Zatbézmy, ze |a| = |b| = 1, wtedy

—b b—
870 b, e=2T27C ieseli Ce AB,
a—b ab

styczne do okregu jednostkowego w a i b przecinaja sie w azjll’),

. _ . . b(c+d)—cd(a+b)
ab i cd (|c| = |d| = 1) przecinaja sie w 22FG)=ceatD),

jezeli p lezy na prostej ab, |c| =1, to

1
pclab & p= 5(3—1— b+ ¢ — abc).
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Czworokat wpisany w okrag

Punkty a, b, ¢, d lezag na okregu <=

a—-c a—d

: R
b—c b—d -

V.

Podobienstwo tréjkatéw

Tréjkaty abc i pgr sa podobne i jednakowo zorientowane <=

a—c p—r

b—c qg-—r
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1) Punkt c dzieli segment ab w stosunku A # —1

a+Ab

— C=TNn

2) t jest Srodkiem ciezkosci tréjkata abc

I t = a+§+c

3) Jezeli h jest ortocentrum, a s $rodkiem okregu opisanego na

tréjkacie abc, to

h+2s=a+b+c
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Przyktad 1.

S - $rodek okregu opisanego, H - ortocentrum trdjkata ABC.

Niech @ bedzie takie, ze S jest Srodkiem odcinka HQ, a Ty, T, T3
niech beda srodkami ciezkosci odpowiednio tréjkatow
BCQ, CAQ, ABQ. Nalezy pokazaé, ze

AT, = BT, = CT3 = 4R/3,

gdzie R jest promieniem okregu opisanego.

Zatézmy, ze okrag opisany jest jednostkowy, wtedy z Tw. 4
\a\ = ’b‘ :‘C’:]., s=0, h=a+b+c, h+qg=0,

b+ c a 4
:u:_, a—t; = —a, itd.

! 3 3’ 3
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Przyktad 2.

ApA1 ... Ag jest 7-katem foremnym. Chcemy pokazaé, ze
1 1 1

AcAL  Achs T AcAs

s

Bok wielokata z wierzchotka widac¢ pod katem o = 7 .

Niech okrag opisany bedzie jednostkowy. Oznaczmy

w=e" e=w? wtedy dla ag = 1 mamy ayx = €.

Niech A} € AoAs, |a), — 1| = |ax — 1| (k =1,2), wtedy ze
wspotliniowosci wynika, ze nalezy pokazaé

1 1 1
+

a’l—lza’2—1 a3—1

Poniewaz a) = (ax — 1)w3~% + 1, powyzsze sprawdza si¢ bez
wiekszego trudu.
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Przyktad 3.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o $rednicy AC. Proste AB
i CD przecinaja sie w punkcie M, a proste styczne do okregu w
punktach B i D przecinaja sie w punkcie N. Wiesci niosa, ze
MN_LAC.

Przyjmijmy rozwazany okrag jako jednostkowy, wtedy ¢ = —a.

Z Twierdzenia 2 mamy
_ 2bd _ ab(ct+d)—cd(a+b) _ 2bd+ad—ab
N=%%q M= 2b—cd = £25[27722, stad
_dd=b) o b-d
-~ b+d’ ~a(b+d)’
-n _ _ 2 _ _a- : . . .
zatem =2 = —a° = —2=% . Twierdzenie 1 pokazuje, ze to nie
sg plotki.
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Przyktad 4 (prosta Simsona)

Tréjkat ABC jest wpisany w okrag, na ktéorym lezy punkt D.

Punkty X, Y, Z sa przecieciami prostych przechodzacych przez D z
prostymi zawierajacymi boki tréjkata i do nich prostopadtych.
Podobno punkty X, Y, Z leza na jednej proste;j.

Niech |a| = |b| = |¢| = |d| = 1. Z Twierdzenia 2 mamy
x = 3(b+c+d— bcd) itd.

= "%IC itd., zatem

X1
<

X—y XxX—2z

X—y x-z

Twierdzenie 1 konczy rozwazania.
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Przyktad 5.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag.

Punkty K, L, M, N s3 srodkami odpowiednio bokéw

AB,BC, CD, DA, a punkty Hy, H>, H3, Hy sa ortocentrami
odpowiednio trojkatéw ANK, BKL, CLM, DMN. Jest
przypuszczenie, ze czworokat Hy HoHzHy jest réwnolegtobokiem.

Poniewaz KH; LAN, to

k—hy _ _a—n _ __a—d __ -~ _ kad—k+h;
b = iR T ig = ad, zatem h; = =t
Podobnie NHy LAK, co daje fy = f2b—pth
Powyzsze oraz k = "”erb itd. daje h; = %.

Analogicznie hy = % itd. W konsekwencji h; + hs = hy + hy.
To oznacza poprawnosé przypuszczenia, poniewaz srodki
przekatnych HyHs3 i HyH, pokrywaja sie.
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Fakt moze przydatny

Jezeli okrag jednostkowy jest styczny w p, g, r odpowiednio do
bc, ca, ab, to srodkiem okregu opisanego jest

2pqr(p+q+r)
(p+a)g+r)(r+p)

Ostatni przyktad.

Niech S bedzie Srodkiem okregu opisanego, a Z wpisanego w
tréjkat ABC. Jezeli K jest Srodkiem ciezkosci tréjkata o
wierzchotkach w punktach stycznosci okregu wpisanego z bokami
tréjkata ABC, to punkty S, Z, K s3 wspétliniowe.

Jezeli okrag wpisany jest jednostkowy,
to z =0, s jest jak wyzej, a k = w.

Troche rachunkéw, ale tatwo pokazaé, ze

wiln
Il
x>
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Problem otwarty (dla prelegenta)

duza czekolada za rozwigzanie

Z punktu znajdujacego sie wewnatrz okregu wychodza promienie i
odbijaja sie od tegoz okregu zgodnie z prawami fizyki. Jakie jest
miejsce geometryczne tych promieni po przebyciu drogi dtugosci
rownej srednicy okregu 7

Wyszedt mi taki wzér na te miejsca w kole jednostkowym

jala— €2 —|a— )

_ o
z=¢e%1l+e o o

),

gdzie a € (0,1) jest punktem startowym.
Trzeba opisa¢ ta krzywa ludzkim jezykiem.
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Nieznane analogie liczbowe

1) Co to s3 pierwiastki zespolone ?

2) Jak doda¢ dwie siédemki, aby otrzyma¢ tuzin ?

3) Dlaczego 6:9=gtowa ?

4) lle razy wieksza pofowa jest wieksza od mniejszej potowy ?
5) Co jest wieksze : ja czy jeden ?

6) lle to jest dziesie¢ pietnastu ?

7) Czy podwojenie liczby nieparzystej moze dzieli¢ sie przez 4 7
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DZIEKUJE ZA CIERPLIWA UWAGE
ORAZ UWAZNA CIERPLIWOSC
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