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Zakodowa¢ ci¡g

Theorem

Rozwa»my ci¡g 1, 1, 1, . . .; ogólnie an = 1 dla ka»dego n. Wówczas

∞∑
n=1

anx
n = 1 · x1 + 1 · x2 + . . . 1 · xn + . . .

=
x

1− x
dla |x | < 1.
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Wzi¡¢ funkcj¦

Teraz odwrotnie - zaczynamy od funkcji

1

1− x − x2
=
∞∑
n=0

Fnx
n.

Co mo»na powiedzie¢ o ci¡gu wspóªczynników (Fn)?

Mamy

(1− x − x2) · (F0 + F1x + F2x
2 + · · · ) = 1 =

= 1x0 + 0 · x1 + 0 · x2 · · ·
Porównujemy wspóªczynniki:

F0 = 1,

F0 = 1, F1 − F0 = 0,

F0 = 1, F1 − F0 = 0,F2 − F1 − F0 = 0 itd...
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funkcja ζ Riemanna

Okre±lamy

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
dla s > 1.

Obliczyªem na komputerze

ζ(2) ≈
10∑
n=1

1

n2
=

1968329

1270080
≈ 1, 54977

I co z tego? Euler udowodniª, »e

ζ(2) =
π2

6
.
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ζ a liczby pierwsze

Euler udowodniª ponadto to»samo±¢

ζ(s) = (1+
1

2s
+

1

4s
+ . . .)(1+

1

3s
+

1

9s
+ . . .)(1+

1

5s
+

1

25s
+ . . .) · . . . =

=
∏
p∈P

(1+
1

ps
+

1

p2s
+ . . .) =

∏
p∈P

1

1− 1
ps

dla s > 1.

Wida¢ zwi¡zek funkcji ζ(s) z liczbami pierwszymi!
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co zrobiª Riemann?

Riemann okre±liª funkcj¦ ζ(s) nie tylko dla liczb rzeczywistych s > 1, ale

dla wszystkich liczb zespolonych s 6= 1: je±li s = σ + ti to σ nazywamy

cz¦±ci¡ rzeczywist¡ liczby zespolonej s; natomiast t nazywamy cz¦±ci¡

urojon¡ liczby s.

Co to jest 1/ns dla liczby zespolonej s?

ns = nσ(cos(t log n) + i · sin(t log n)),

gdzie log n oznacza tzw. logarytm naturalny z liczby n:

e log n = n gdzie e ≈ 2, 718281828.
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liczba liczb pierwszych π(x)

Niech dla x ≥ 2, π(x) oznacza liczb¦ liczb pierwszych p speªniaj¡cych

p ≤ x .

Mamy np. π(10) = 4, gdy» wszystkie liczby poni»ej 10 to

2, 3, 5, 7.Podobnie

2, 3, 4, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97

to wszystkie liczby pierwsze mniejsze równe 100,zatem π(100) = 25.

Mo»na tez obliczy¢, »e π(103) = 168 i dalej

π(104) = 1229, π(105) = 9592, π(106) = 78498, π(107) = 664579,

π(108) = 5761455, π(109) = 50847534, π(1010) = 455052511.
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liczba liczb pierwszych π(x)

x π(x) x/ log x Li(x)

102 25 21.71 29.08

103 168 144.76 176.56

104 1229 1085.74 1245.09

105 9592 8685.89 9628.76

106 78498 72382.4 78626.5

107 664579 620421 664917

108 5761455 5428680 5762210
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liczba liczb pierwszych π(x)

Zachodzi sªynne

Theorem (twierdzenie o liczbach pierwszych)

Mamy

lim
x→∞

π(x)

x/ log x
= 1.

Dowód (wg. J. Hadamard, Ch. J. de la Vallee-Poussin, 1896r.)

Tylko

gªówna my±l dowodu:) Trzeba pokaza¢, »e

ζ(σ + ti) 6= 0 dla σ ≥ 1.

Z tego granica w twierdzeniu wynika ju» standardowo. Najtrudniejszy jest

przypadek σ = 1.
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Je±li σ > 0 oraz ζ(σ + ti) = 0 to

σ = 1/2.

Wynika z niej nast¦puj¡ce wzmocnienie twierdzenia o liczbach pierwszych:

Niech dla x ≥ 2, Li(x) o znacza caªk¦

Li(x) =

∫ x

2

dt

log t
.

Wówczas mamy oszacowanie

|π(x)− Li(x)| < C
√
x log x

dla pewnego C > 0 i wszystkich x ≥ 2.

Jest to najwa»niejsza hipoteza w matematyce teoretycznej, gdy» liczby

pierwsze s¡ najwa»niejsze!
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wyniki cz¦±ciowe w kierunku HR

Je»eli

σ ≥ 1− c

(log |t|)2/3(log log |t|)1/3

to

ζ(σ + it) 6= 0

Wynika st¡d nast¦puj¡ce ulepszenie TLP

|π(x)− Li(x)| < Cx exp(−c(log x)3/5(log log x)−1/5)

Co najmniej 40% wszystkich zer funkcji ζ(s) w pasie 0 < σ < 1 speªniaj¡

σ = 1/2 (J.B. Conrey 1989).
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twierdzenie Woronina (1975)

Niech 0 < r < 1/4 b¦dzie ustalone a g(s) b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w kole

Kr = {s ∈ C||s| ≤ r} i holomor�czn¡ w jego wn¦trzu tak¡, »e

g(s) 6= 0 dla ka»dego s ∈ Kr .

Wówczas dla ka»dego ε > 0 istnieje liczba dodatnia τ , taka, »e

max
s∈Kr

|ζ(3
4
+ s + τ i)− g(s)| < ε.

Ponadto zbiór tych τ ma doln¡ g¦sto±¢ dodatni¡.
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Nawet tego nie wiadomo

Nie wiadomo nawet czy zachodzi:

Je±li σ ≥ 0, 999 to ζ(σ + it) 6= 0.

Jest to zreszt¡ równowa»ne (von Koch (1901)) nast¦puj¡cej wersji TLP:

|π(x)− Li(x)| < C (ε)x0,999+ε

dla ka»dego ε > 0, przy odpowiednim doborze C (ε).
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Hipoteza Birch'a oraz Swinnerton'a-Dyer'a dotyczy punktów wymiernych

na krzywych eliptycznych postaci

y2 = x3 + Ax + B, gdzie A,B ∈ Z oraz 4A3 + 27B2 6= 0.

Naturalne pytanie: czy powy»sze równanie ma niesko«czenie wiele

rozwi¡za« w liczbach wymiernych x , y? Dla ka»dej liczby pierwszej p niech

Np oznacza liczb¦ rozwi¡za« kongruencji

y2 ≡ x3 + Ax + B (mod p).

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 14 / 26



hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Hipoteza Birch'a oraz Swinnerton'a-Dyer'a dotyczy punktów wymiernych

na krzywych eliptycznych postaci

y2 = x3 + Ax + B, gdzie A,B ∈ Z oraz 4A3 + 27B2 6= 0.

Naturalne pytanie: czy powy»sze równanie ma niesko«czenie wiele

rozwi¡za« w liczbach wymiernych x , y?

Dla ka»dej liczby pierwszej p niech

Np oznacza liczb¦ rozwi¡za« kongruencji

y2 ≡ x3 + Ax + B (mod p).

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 14 / 26



hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Hipoteza Birch'a oraz Swinnerton'a-Dyer'a dotyczy punktów wymiernych

na krzywych eliptycznych postaci

y2 = x3 + Ax + B, gdzie A,B ∈ Z oraz 4A3 + 27B2 6= 0.

Naturalne pytanie: czy powy»sze równanie ma niesko«czenie wiele

rozwi¡za« w liczbach wymiernych x , y? Dla ka»dej liczby pierwszej p niech

Np oznacza liczb¦ rozwi¡za« kongruencji

y2 ≡ x3 + Ax + B (mod p).

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 14 / 26



przykªad

Rozwa»my jako przykªad krzyw¡ zadan¡ równaniem

y2 = x3 + 7x + 13.

�atwo sprawdzi¢, »e poni»sza lista zawiera wszystkie rozwi¡zania

kongruencji

y2 ≡ x3 + 7x + 13 (mod 31).

{(2, 2), (2,−2), (5, 7), (5,−7), (7, 8), (7,−8), (13, 10),

(13,−10), (16, 6), (16,−6), (18, 9), (18,−9), (20, 0), (21, 11),

(21,−11), (26, 15), (26,−15), (27, 13), (27,−13), (30, 6), (30,−6)}.

Tutaj N31 = 21.
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L-funkcja Hasse-Weil'a

Okre±lamy funkcj¦

L(s) =
∏
p∗

(
1− p − Np

ps
+

1

p2s−1

)−1
.

Dla naszej przykªadowej krzywej y2 = x3 + 7x + 13 czynnik odpowiadaj¡cy

p = 31 wynosi (
1− 10

31s
+

1

312s−1

)−1
.

Powy»szy iloczyn niesko«czony de�niuj¡cy L(s) jest zbie»ny dla s > 3/2.
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Równanie y2 = x3 + Ax + B ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w
liczbach wymiernych x , y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.

(a) To, »e funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.

2001 roku (Breuil i inni, wg pomysªów A. Wiles'a)

(b) Dla konkretnej krzywej mozna obliczyc na komputerze przybli»on¡

warto±¢ L(1); w przypadku L(1) 6= 0 wnioskujemy, »e powy»sze równanie

ma co najwy»ej sko«czenie wiele rozwi¡za«; wtedy ªatwo je wyznaczy¢;

(c) Gdy wyjdzie L(1) ≈ 0 to mamy kªopot:); szukamy rozwi¡zania (x , y), z
którego mo»na wyprodukowa¢ niesko«czenie wiele rozwi¡za«.

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 17 / 26



hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Równanie y2 = x3 + Ax + B ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w
liczbach wymiernych x , y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.
(a) To, »e funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.

2001 roku (Breuil i inni, wg pomysªów A. Wiles'a)

(b) Dla konkretnej krzywej mozna obliczyc na komputerze przybli»on¡

warto±¢ L(1); w przypadku L(1) 6= 0 wnioskujemy, »e powy»sze równanie

ma co najwy»ej sko«czenie wiele rozwi¡za«; wtedy ªatwo je wyznaczy¢;

(c) Gdy wyjdzie L(1) ≈ 0 to mamy kªopot:); szukamy rozwi¡zania (x , y), z
którego mo»na wyprodukowa¢ niesko«czenie wiele rozwi¡za«.

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 17 / 26



hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Równanie y2 = x3 + Ax + B ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w
liczbach wymiernych x , y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.
(a) To, »e funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.

2001 roku (Breuil i inni, wg pomysªów A. Wiles'a)

(b) Dla konkretnej krzywej mozna obliczyc na komputerze przybli»on¡

warto±¢ L(1); w przypadku L(1) 6= 0 wnioskujemy, »e powy»sze równanie

ma co najwy»ej sko«czenie wiele rozwi¡za«; wtedy ªatwo je wyznaczy¢;

(c) Gdy wyjdzie L(1) ≈ 0 to mamy kªopot:); szukamy rozwi¡zania (x , y), z
którego mo»na wyprodukowa¢ niesko«czenie wiele rozwi¡za«.

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 17 / 26



hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer'a, lata 60-te XX wieku

Równanie y2 = x3 + Ax + B ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w
liczbach wymiernych x , y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.
(a) To, »e funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.

2001 roku (Breuil i inni, wg pomysªów A. Wiles'a)

(b) Dla konkretnej krzywej mozna obliczyc na komputerze przybli»on¡

warto±¢ L(1); w przypadku L(1) 6= 0 wnioskujemy, »e powy»sze równanie

ma co najwy»ej sko«czenie wiele rozwi¡za«; wtedy ªatwo je wyznaczy¢;

(c) Gdy wyjdzie L(1) ≈ 0 to mamy kªopot:); szukamy rozwi¡zania (x , y), z
którego mo»na wyprodukowa¢ niesko«czenie wiele rozwi¡za«.

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 17 / 26



przykªad 1

Nasza stara krzywa y2 = x3+ 7x + 13.

Dla niej L(1) ≈ 2, 361 . . . 6= 0. O ile

hipoteza BSD jest prawdziwa dla tej krzywej to liczba punktów wymiernych

na niej powinna by¢ sko«czona. Mo»na udowodni¢, »e równanie

y2 = x3 + 7x + 13

nie ma rozwi¡za« w liczbach wymiernych x , y .

M.Skaªba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarn¡¢ dwa miliony z milenijnego stoªu 18 / 26
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przykªad 2

Niech teraz krzywa ma równanie y2 = x3 + 17. Obliczamy na komputerze

L(1) i otrzymujemy

L(1) ≈ −5, 55169904 . . . · 10−28

Zatem prawdopodobnie L(1) = 0 i równanie

y2 = x3 + 17

ma (prawdopodobnie) niesko«czenie wiele rozwi¡za« w liczbach

wymiernych x , y .�atwo zgadn¡¢ rozwi¡zania
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przykªad 2 koniec:)

Punkt

P = (
−2228
961

,
−63465
29791

)

te» nale»y do krzywej y2 = x3 + 17. . .

i ∞ wiele innych.
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wyniki cz¦±ciowe

Twierdzenie (J. Coates, A. Wiles, 1977). Je±li krzywa eliptyczna E ma

mno»enie zespolone oraz L(1) 6= 0 to le»y na niej co najwy»ej sko«czenie

wiele punktów wymiernych.

Uwaga. Do krzywych z mno»eniem zespolonym nale»¡ np. krzywe typu

y2 = x3 + B oraz typu y2 = x3 + Ax .
Twierdzenie (B. Gross, D. Zagier, 1986). Je±li krzywa E jest

modularna oraz s = 1 jest zerem jednokrotnym funkcji L(s) to na krzywej

E le»y niesko«czenie wiele punktów wymiernych.

Uwaga. Ka»da krzywa eliptyczna o wspóªczynnikach wymiernych jest

modularna. (A. Wiles i inni).
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczb¦ naturaln¡ n nazywamy kongruentn¡ wtw (z de�nicji), gdy

istniej¡

liczby wymierne dodatnie x , y , z takie, »e

n =
1

2
xy

tzn. n jest polem trójk¡ta prostokatnego o wymiernych bokach.

Liczba n = 6 jest kongruentna, gdy» 6 = (3 · 4)/2 oraz 32 + 42 = 52. A

mniejsze liczby naturalne?To, »e n = 1 nie jest kongruentna jest

równowa»ne nast¦puj¡cemu faktowi:

P. Fermat nie ma takich liczb naturalnych a 6= b, »e zarówno a2 − b2 jak i

a2 + b2 s¡ kwadratami.
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problem liczb kongruentnych

Niech

x =
411340519227716149383203

21666555693714761309610

y =
6803298487826435051217540

411340519227716149383203

z =
224403517704336969924557513090674863160948472041

8912332268928859588025535178967163570016480830
.

�atwiej sprawdzi¢ (ni» wypisa¢ powy»sze), »e

x2 + y2 = z2

oraz
1

2
xy = 157.

Zatem liczba 157 jest kongruentna.
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczb¡ nieparzyst¡ bezkwadratow¡. Rozwa»my dwa warunki

1 Liczba n jest kongruentna.

2 liczba trójek liczb caªkowitych (x , y , z) speªniaj¡cych równanie

2x2 + y2 + 8z2 = n

równa si¦ dwa razy liczba trójek speªniaj¡cych równanie

2x2 + y2 + 32z2 = n

Wówczas z (1) wynika (2).Ponadto, je»eli zachodzi sªaba wersja hipotezy

Bircha-Swinnertona-Dyera to równie» z (2) wynika (1).
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2x2 + y2 + 32z2 = n

Wówczas z (1) wynika (2).

Ponadto, je»eli zachodzi sªaba wersja hipotezy

Bircha-Swinnertona-Dyera to równie» z (2) wynika (1).
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wniosek z twierdzenia Tunnela

Ka»da liczba bezkwadratowa n postaci 8k + 5 lub 8k + 7 jest kongruentna.

Dowód. �atwo sprawdzi¢, »e n = 8k + 5 nie jest postaci 2x2 + y2 + 8z2

zatem 0 = 2 · 0 i warunek Tunella z poprzedniego slajdu jest speªniony.

Uwaga. Gdy powy»sze n jest liczb¡ pierwsz¡ to jest kongruentna (bez

»adnych hipotez).
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Dzi¦kuj¦.
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