Jak zgarna¢ dwa miliony z milenijnego stotu

czyli co potrafi funkcja

M.Skatba

57 SMP, 26.01.2018
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Zakodowac ciag

Rozwazmy ciag 1,1,1,...; ogélnie a, = 1 dla kazdego n. Wowczas

oo
Zanx":1-X1—|—1-X2+...1-x"—|—...

n=1

M.Skatba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarnaé dwa miliony z milenijnego st



Zakodowac ciag

Rozwazmy ciag 1,1,1,...; ogélnie a, = 1 dla kazdego n. Wowczas

oo
Zanx":1-X1—|—1-X2+...1-x"—|—...

n=1

X
= ——dI. 1.
— a x| <

M.Skatba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarnaé dwa miliony z milenijnego st



Wozig¢ funkcje

Teraz odwrotnie - zaczynamy od funkgji

1 o
1—x—x2 :ZF”XH'
n=0

Co mozna powiedzie¢ o ciagu wspétczynnikéw (F,)?
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Wozig¢ funkcje

Teraz odwrotnie - zaczynamy od funkgji

1 o
— n
1—x—x2 _ZF"X '
n=0
Co mozna powiedzie¢ o ciagu wspétczynnikéw (F,)? Mamy

(1-—x—x3)-(Fo+Fx+Fx*+ - )=1=
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Wozig¢ funkcje

Teraz odwrotnie - zaczynamy od funkgji

1 o
— n
1—x—x2 _ZF"X '
n=0
Co mozna powiedzie¢ o ciagu wspétczynnikéw (F,)? Mamy

(1-—x—x3)-(Fo+Fx+Fx*+ - )=1=

=1x%4+0-x1+0-x%--.

Poréwnujemy wspotczynniki:
FO = 17
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Wozig¢ funkcje

Teraz odwrotnie - zaczynamy od funkgji

1 o
— n
1—x—x2 _ZF"X '
n=0
Co mozna powiedzie¢ o ciagu wspétczynnikéw (F,)? Mamy

(1-—x—x3)-(Fo+Fx+Fx*+ - )=1=

=1x%4+0-x1+0-x%--.

Poréwnujemy wspotczynniki:
FO = 17

Fo=1 F—F =0,
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Wozig¢ funkcje

Teraz odwrotnie - zaczynamy od funkgji

1 o
— n
1—x—x2 _ZF"X '
n=0
Co mozna powiedzie¢ o ciagu wspétczynnikéw (F,)? Mamy

(1-—x—x3)-(Fo+Fx+Fx*+ - )=1=
=1x%+0-x'+0-x2---
Poréwnujemy wspotczynniki:
FO = 17

Fo=1 F—F =0,

Fo=1,F—F=0FfR—-F —F=0itd..
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funkcja ¢ Riemanna

Okreslamy
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funkcja ¢ Riemanna

Okreslamy

Obliczytem na komputerze

10

1 1968329
2) = — = ~1,54977
<) z; n% 1270080 ’

n=
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funkcja ¢ Riemanna

Okreslamy

Obliczytem na komputerze

10

1 1968329
2) = — = ~1,54977
<) z; n% 1270080 ’
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| co z tego?
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funkcja ¢ Riemanna

Okreslamy

Obliczytem na komputerze

10

1 1968329
2) = — = ~1,54977
<) z; n% 1270080 ’

n=

| co z tego? Euler udowodnit, ze
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¢ a liczby pierwsze

Euler udowodnit ponadto tozsamosé

1 1 1 1 1 1
R R (R IO

() =1+ -
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¢ a liczby pierwsze

Euler udowodnit ponadto tozsamosé

1 1 11 11
1 1 1 — L=
)=+t Mttt N+ g+ o)
H1+—+—+ )=
peP peP = p°
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¢ a liczby pierwsze

Euler udowodnit ponadto tozsamosé

1 1 1 1 1 1

1 1 1 — o=
()=t g st )l gt )t gt )
1
=[]+ +...): T
peP peP p°

Wida¢ zwiazek funkeji ((s) z liczbami pierwszymi!
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co zrobit Riemann?

Riemann okreslit funkcje ((s) nie tylko dla liczb rzeczywistych s > 1, ale
dla wszystkich liczb zespolonych s # 1: jesli s = o + ti to o nazywamy
czescia rzeczywist liczby zespolonej s; natomiast t nazywamy czescia
urojong liczby s.
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co zrobit Riemann?

Riemann okreslit funkcje ((s) nie tylko dla liczb rzeczywistych s > 1, ale
dla wszystkich liczb zespolonych s # 1: jesli s = o + ti to o nazywamy
czescia rzeczywist liczby zespolonej s; natomiast t nazywamy czescia
urojona liczby s. Co to jest 1/n° dla liczby zespolonej s7?
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co zrobit Riemann?

Riemann okreslit funkcje ((s) nie tylko dla liczb rzeczywistych s > 1, ale
dla wszystkich liczb zespolonych s # 1: jesli s = o + ti to o nazywamy
czescia rzeczywist liczby zespolonej s; natomiast t nazywamy czescia
urojona liczby s. Co to jest 1/n° dla liczby zespolonej s7?

n® = n?(cos(tlog n) + i - sin(t log n)),
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co zrobit Riemann?

Riemann okreslit funkcje ((s) nie tylko dla liczb rzeczywistych s > 1, ale
dla wszystkich liczb zespolonych s # 1: jesli s = o + ti to o nazywamy
czescia rzeczywist liczby zespolonej s; natomiast t nazywamy czescia
urojona liczby s. Co to jest 1/n° dla liczby zespolonej s7?

n® = n?(cos(tlog n) + i - sin(t log n)),
gdzie log n oznacza tzw. logarytm naturalny z liczby n:

98" — n gdzie e ~ 2,718281828.
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych
p < X.
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych

p < x. Mamy np. 7(10) = 4, gdyz wszystkie liczby ponizej 10 to
2,3,5,7.
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych

p < x. Mamy np. 7(10) = 4, gdyz wszystkie liczby ponizej 10 to
2,3,5,7.Podobnie

2,3,4,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41,

43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89, 97

to wszystkie liczby pierwsze mniejsze réwne 100,
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych

p < x. Mamy np. 7(10) = 4, gdyz wszystkie liczby ponizej 10 to
2,3,5,7.Podobnie

2,3,4,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41,

43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89, 97

to wszystkie liczby pierwsze mniejsze réwne 100,zatem 7(100) = 25.
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych
p < x. Mamy np. 7(10) = 4, gdyz wszystkie liczby ponizej 10 to
2,3,5,7.Podobnie

2,3,4,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41,

43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89, 97

to wszystkie liczby pierwsze mniejsze réwne 100,zatem 7(100) = 25.
Mozna tez obliczy¢, ze w(10%) = 168
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych
p < x. Mamy np. 7(10) = 4, gdyz wszystkie liczby ponizej 10 to
2,3,5,7.Podobnie

2,3,4,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41,

43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89, 97

to wszystkie liczby pierwsze mniejsze réwne 100,zatem 7(100) = 25.
Mozna tez obliczy¢, ze m(10%) = 168 i dalej

7(10%) = 1229, 7(10%) = 9592, 7(10°) = 78498, 7(10") = 664579,
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liczba liczb pierwszych m(x)

Niech dla x > 2, m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych p spetniajacych
p < x. Mamy np. 7(10) = 4, gdyz wszystkie liczby ponizej 10 to
2,3,5,7.Podobnie

2,3,4,7,11,13,17,19,23,29, 31,37, 41,

43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89, 97

to wszystkie liczby pierwsze mniejsze réwne 100,zatem 7(100) = 25.
Mozna tez obliczy¢, ze m(10%) = 168 i dalej

7(10%) = 1229, 7(10%) = 9592, 7(10°) = 78498, 7(10") = 664579,

7(10%) = 5761455, 7(10°) = 50847534, 7(10'%) = 455052511.
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liczba liczb pierwszych m(x)

X m(x) x/ log x Li(x)
102 25 21.71 29.08
103 168 14476 | 176.56
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liczba liczb pierwszych m(x)

X m(x) x/ log x Li(x)
102 25 21.71 29.08
108 168 144.76 | 176.56
10 | 1229 1085.74 | 1245.09
10° | 9592 | 8685.89 | 9628.76
10° | 78498 | 72382.4 | 78626.5
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liczba liczb pierwszych m(x)

X m(x) x/ log x Li(x)
102 25 21.71 29.08
103 168 144.76 | 176.56
10° | 1229 | 1085.74 | 1245.09
10° | 9592 | 8685.89 | 9628.76
108 | 78498 | 72382.4 | 78626.5
107 | 664579 | 620421 | 664917
108 | 5761455 | 5428680 | 5762210
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liczba liczb pierwszych m(x)

Zachodzi stynne

Theorem (twierdzenie o liczbach pierwszych)

Mamy
lim m(x) 1
1 —_— =
x—o0 x/ log x

Dowéd (wg. J. Hadamard, Ch. J. de la Vallee-Poussin, 1896r.)
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liczba liczb pierwszych m(x)

Zachodzi stynne

Theorem (twierdzenie o liczbach pierwszych)

Mamy
lim m(x) 1
1 —_—
x—o0 x/ log x

Dowéd (wg. J. Hadamard, Ch. J. de la Vallee-Poussin, 1896r.) Tylko
gtéwna mysl dowodu:)
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liczba liczb pierwszych m(x)

Zachodzi stynne

Theorem (twierdzenie o liczbach pierwszych)

Mamy
lim m(x) 1
1 —_—
x—o0 x/ log x

Dowéd (wg. J. Hadamard, Ch. J. de la Vallee-Poussin, 1896r.) Tylko
gtéwna mysl dowodu:) Trzeba pokaza¢, ze

((o+ti)#0dlaoc>1.

Z tego granica w twierdzeniu wynika juz standardowo.
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liczba liczb pierwszych m(x)

Zachodzi stynne

Theorem (twierdzenie o liczbach pierwszych)

Mamy
lim m(x) 1
1 —_—
x—o0 x/ log x

Dowéd (wg. J. Hadamard, Ch. J. de la Vallee-Poussin, 1896r.) Tylko
gtéwna mysl dowodu:) Trzeba pokaza¢, ze

((o+ti)#0dlaoc>1.

Z tego granica w twierdzeniu wynika juz standardowo. Najtrudniejszy jest
przypadek o = 1.
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Jesli o > 0 oraz ((o + ti) =0 to
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Jesli o > 0 oraz ((o + ti) =0 to

o=1/2.
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Jesli o > 0 oraz ((o + ti) =0 to

o=1/2.

Whynika z niej nastepujace wzmocnienie twierdzenia o liczbach pierwszych:
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Jesli o > 0 oraz ((o + ti) =0 to

o=1/2.

Whynika z niej nastepujace wzmocnienie twierdzenia o liczbach pierwszych:
Niech dla x > 2, Li(x) o znacza catke
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Jesli o > 0 oraz ((o + ti) =0 to
o=1/2.

Whynika z niej nastepujace wzmocnienie twierdzenia o liczbach pierwszych:
Niech dla x > 2, Li(x) o znacza catke

X dt
Li(x) = —.
i(x) /2 log t

Wéwczas mamy oszacowanie

|T(x) — Li(x)| < Cv/xlog x

dla pewnego C > 0 i wszystkich x > 2.
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Hipoteza Riemanna

HIPOTEZA (Riemann, 1859) Jesli o > 0 oraz ((o + ti) =0 to

o=1/2.

Whynika z niej nastepujace wzmocnienie twierdzenia o liczbach pierwszych:
Niech dla x > 2, Li(x) o znacza catke

X dt
Li(x) = —.
i(x) /2 log t

Wéwczas mamy oszacowanie

|T(x) — Li(x)| < Cv/xlog x

dla pewnego C > 0 i wszystkich x > 2.
Jest to najwazniejsza hipoteza w matematyce teoretycznej, gdyz liczby
pierwsze s3 najwazniejsze!
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wyniki czesciowe w kierunku HR

Jezeli

M.Skatba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarnaé dwa miliony z milenijnego st



wyniki czesciowe w kierunku HR

Jezeli

C
>1—
7= "7 (log [t])>(loglog | £])1/?
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wyniki czesciowe w kierunku HR

Jezeli

C
>1—
7= "7 (log [t])>(loglog | £])1/?

to

C(o+it) #0
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wyniki czesciowe w kierunku HR

Jezeli

C
>1—
7= "7 (log [t])>(loglog | £])1/?

to

C(o+it) #0
Woynika stad nastepujace ulepszenie TLP
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wyniki czesciowe w kierunku HR

Jezeli

C
>1—
7= "7 (log [t])>(loglog | £])1/?

to
C(o+it) #0
Woynika stad nastepujace ulepszenie TLP

[m(x) — Li(x)| < Cxexp(—c(log x)*/*(log log x)~/*)

Co najmniej 40% wszystkich zer funkcji ((s) w pasie 0 < o < 1 spetniaja
o=1/2
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wyniki czesciowe w kierunku HR

Jezeli

C
>1—
7= "7 (log [t])>(loglog | £])1/?

to
C(o+it) #0
Woynika stad nastepujace ulepszenie TLP

[m(x) — Li(x)| < Cxexp(—c(log x)*/*(log log x)~/*)

Co najmniej 40% wszystkich zer funkcji ((s) w pasie 0 < o < 1 spetniaja
o =1/2 (J.B. Conrey 1989).
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twierdzenie Woronina (1975)

Niech 0 < r < 1/4 bedzie ustalone a g(s) bedzie funkcja ciagta w kole
K; = {s € C||s| < r} i holomorficzna w jego wnetrzu taka, ze

g(s) #0 dla kazdego s € K,.
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twierdzenie Woronina (1975)

Niech 0 < r < 1/4 bedzie ustalone a g(s) bedzie funkcja ciagta w kole
K; = {s € C||s| < r} i holomorficzna w jego wnetrzu taka, ze

g(s) # 0 dla kazdego s € K,.

Woéwezas dla kazdego € > 0 istnigje liczba dodatnia 7, taka, ze

max[§(3+s+rl) g(s)| <e.
SEKr
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twierdzenie Woronina (1975)

Niech 0 < r < 1/4 bedzie ustalone a g(s) bedzie funkcja ciagta w kole
K; = {s € C||s| < r} i holomorficzna w jego wnetrzu taka, ze

g(s) # 0 dla kazdego s € K,.

Woéwezas dla kazdego € > 0 istnigje liczba dodatnia 7, taka, ze

max[§(3+s+rl) g(s)| <e.
SEKr

Ponadto zbiér tych 7 ma dolng gestos¢ dodatnia.
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Nawet tego nie wiadomo
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Nawet tego nie wiadomo

Nie wiadomo nawet
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Nawet tego nie wiadomo

Nie wiadomo nawet czy zachodzi:
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Nawet tego nie wiadomo

Nie wiadomo nawet czy zachodzi:
Jesli o > 0,999 to ((o + it) # 0.
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Nawet tego nie wiadomo

Nie wiadomo nawet czy zachodzi:
Jesli o > 0,999 to ((o + it) # 0.
Jest to zreszta réwnowazne (von Koch (1901)) nastepujacej wersji TLP:

|m(x) — Li(x)| < C(g)x®9%9+¢

dla kazdego ¢ > 0, przy odpowiednim doborze C(¢).
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Hipoteza Birch'a oraz Swinnerton’a-Dyer'a dotyczy punktéw wymiernych
na krzywych eliptycznych postaci

y? =x3+ Ax+ B, gdzie A, B € 7 oraz 4A3 +27B% # 0.
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Hipoteza Birch'a oraz Swinnerton’a-Dyer'a dotyczy punktéw wymiernych
na krzywych eliptycznych postaci

y? =x3+ Ax+ B, gdzie A, B € 7 oraz 4A3 +27B% # 0.

Naturalne pytanie: czy powyzsze réwnanie ma nieskofnczenie wiele
rozwigzan w liczbach wymiernych x, y?
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Hipoteza Birch'a oraz Swinnerton’a-Dyer'a dotyczy punktéw wymiernych
na krzywych eliptycznych postaci

y? =x3+ Ax+ B, gdzie A, B € 7 oraz 4A3 +27B% # 0.

Naturalne pytanie: czy powyzsze réwnanie ma nieskofnczenie wiele
rozwiazan w liczbach wymiernych x, y? Dla kazdej liczby pierwszej p niech
Np oznacza liczbe rozwigzan kongruencji

v2=x}*+Ax+ B (mod p).
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Rozwazmy jako przyktad krzywa zadang réwnaniem
y2 = x> 4+ 7x + 13.

tatwo sprawdzi¢, ze ponizsza lista zawiera wszystkie rozwigzania

kongruencji
y?=x>+7x+13 (mod 31).

{(2,2),(2,-2),(5,7),(5,-7),(7,8),(7,—8),(13,10),
(13,-10), (16,6), (16, —6), (18,9), (18, —9), (20, 0), (21, 11),
(21,-11), (26,15), (26, —15), (27, 13), (27, —13), (30, 6), (30, —6)}.
Tutaj N3; = 21.
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L-funkcja Hasse-Weil'a

Okreslamy funkcje
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L-funkcja Hasse-Weil'a

Okreslamy funkcje

L(s):H(l— ”_N”+pzil>_1.

px P

Dla naszej przyktadowe] krzywej y? = x3 4 7x + 13 czynnik odpowiadajacy

p = 31 wynosi
10 1 \!
1= 315 T 31251 '
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L-funkcja Hasse-Weil'a

Okreslamy funkcje

L(s):H(l— ”_N"+p211>_1.

px P

Dla naszej przyktadowe] krzywej y? = x3 4 7x + 13 czynnik odpowiadajacy

p = 31 wynosi
10 1 \!
1= 315 T 31251 '

Powyzszy iloczyn nieskonczony definiujacy L(s) jest zbiezny dla s > 3/2.
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Réwnanie y? = x® + Ax + B ma nieskofczenie wiele rozwiazan w
liczbach wymiernych x,y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Réwnanie y? = x® + Ax + B ma nieskofczenie wiele rozwiazan w
liczbach wymiernych x,y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.

(a) To, ze funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.
2001 roku (Breuil i inni, wg pomystéw A. Wiles'a)
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Réwnanie y? = x® + Ax + B ma nieskofczenie wiele rozwiazan w
liczbach wymiernych x,y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.

(a) To, ze funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.
2001 roku (Breuil i inni, wg pomystéw A. Wiles'a)

(b) Dla konkretnej krzywej mozna obliczyc na komputerze przyblizona
warto$¢ L(1); w przypadku L(1) # 0 wnioskujemy, ze powyzsze réwnanie
ma co najwyzej skonczenie wiele rozwigzan; wtedy tatwo je wyznaczy¢;
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hipoteza Birch'a-Swinnertona-Dyer’a, lata 60-te XX wieku

Réwnanie y? = x® + Ax + B ma nieskofczenie wiele rozwiazan w
liczbach wymiernych x,y wtedy i tylko wtedy, gdy L(1) = 0.

(a) To, ze funkcja L(s) jest okreslona dla s = 1 wiadomo dopiero od ok.
2001 roku (Breuil i inni, wg pomystéw A. Wiles'a)

(b) Dla konkretnej krzywej mozna obliczyc na komputerze przyblizona
warto$¢ L(1); w przypadku L(1) # 0 wnioskujemy, ze powyzsze réwnanie
ma co najwyzej skonczenie wiele rozwigzan; wtedy tatwo je wyznaczy¢;

(c) Gdy wyjdzie L(1) ~ 0 to mamy kfopot:); szukamy rozwigzania (x,y), z
ktérego mozna wyprodukowaé nieskonczenie wiele rozwigzan.
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Nasza stara krzywa y? = x3 +7x+13.
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przyktad 1

Nasza stara krzywa y? = x® +7x +13. Dla nigj L(1) =~ 2,361... #0. O ile
hipoteza BSD jest prawdziwa dla tej krzywej to liczba punktéw wymiernych
na niej powinna by¢ skohczona.
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przyktad 1

Nasza stara krzywa y? = x® +7x +13. Dla nigj L(1) =~ 2,361... #0. O ile
hipoteza BSD jest prawdziwa dla tej krzywej to liczba punktéw wymiernych
na niej powinna byé¢ skoficzona. Mozna udowodnié, ze réwnanie

y2=x>+7x+13

nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych x, y.
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przyktad 2

Niech teraz krzywa ma réwnanie y? = x3 + 17. Obliczamy na komputerze
L(1) i otrzymujemy

L(1) ~ —5,55169904. .. 1078
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przyktad 2

Niech teraz krzywa ma réwnanie y? = x3 + 17. Obliczamy na komputerze
L(1) i otrzymujemy

L(1) ~ —5,55169904 ... 10~ %
Zatem prawdopodobnie L(1) = 0 i réwnanie
y2=x3417

ma (prawdopodobnie) nieskoriczenie wiele rozwiazan w liczbach
wymiernych x, y.
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przyktad 2

Niech teraz krzywa ma réwnanie y? = x3 + 17. Obliczamy na komputerze
L(1) i otrzymujemy

L(1) ~ —5,55169904 ... 10~ %
Zatem prawdopodobnie L(1) = 0 i réwnanie
y2=x3417

ma (prawdopodobnie) nieskoriczenie wiele rozwiazan w liczbach
wymiernych x, y.tatwo zgadnaé rozwigzania

Pl - (_273)7
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przyktad 2

Niech teraz krzywa ma réwnanie y? = x3 + 17. Obliczamy na komputerze
L(1) i otrzymujemy

L(1) ~ —5,55169904 ... 10~ %
Zatem prawdopodobnie L(1) = 0 i réwnanie
y2=x3417

ma (prawdopodobnie) nieskoriczenie wiele rozwiazan w liczbach
wymiernych x, y.tatwo zgadnaé rozwigzania

Pl - (_273)7 P2 - (_174)7
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przyktad 2

Niech teraz krzywa ma réwnanie y? = x3 + 17. Obliczamy na komputerze
L(1) i otrzymujemy

L(1) ~ —5,55169904 ... 10~ %
Zatem prawdopodobnie L(1) = 0 i réwnanie
y2=x3417

ma (prawdopodobnie) nieskoriczenie wiele rozwiazan w liczbach
wymiernych x, y.tatwo zgadnaé rozwigzania

Pl = (—2,3), P2 = (—].,4-)7 P3 = (4.7_9)7 . (?)
I\/Iamy tu P3 = P; @ P, oraz

L(s)=(s—1)2-a+(s—1)>-b+...
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przyktad 2 koniec:)

Punkt
—2228 —63465

961 ’ 29791
tez nalezy do krzywej y? = x> +17. ..

P—(

)
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przyktad 2 koniec:)

Punkt 2228 —63465
P:( ) )
961 ~ 29791
tez nalezy do krzywej y? = x> 4+ 17...i oo wiele innych.
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wyniki cze$ciowe
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wyniki czedciowe

Twierdzenie (J. Coates, A. Wiles, 1977). Jesli krzywa eliptyczna E ma
mnozenie zespolone oraz L(1) # 0 to lezy na niej co najwyzej skohczenie
wiele punktéw wymiernych.
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wyniki czedciowe

Twierdzenie (J. Coates, A. Wiles, 1977). Jesli krzywa eliptyczna E ma

mnozenie zespolone oraz L(1) # 0 to lezy na niej co najwyzej skohczenie
wiele punktéw wymiernych.

Uwaga. Do krzywych z mnozeniem zespolonym naleza np. krzywe typu
y? = x3 + B oraz typu y°® = x3 + Ax.
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wyniki czedciowe

Twierdzenie (J. Coates, A. Wiles, 1977). Jesli krzywa eliptyczna E ma
mnozenie zespolone oraz L(1) # 0 to lezy na niej co najwyzej skohczenie
wiele punktéw wymiernych.

Uwaga. Do krzywych z mnozeniem zespolonym naleza np. krzywe typu
y? = x3 + B oraz typu y°® = x3 + Ax.

Twierdzenie (B. Gross, D. Zagier, 1986). Jesli krzywa E jest
modularna oraz s = 1 jest zerem jednokrotnym funkcji L(s) to na krzywej
E lezy nieskonczenie wiele punktéw wymiernych.
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wyniki czedciowe

Twierdzenie (J. Coates, A. Wiles, 1977). Jesli krzywa eliptyczna E ma
mnozenie zespolone oraz L(1) # 0 to lezy na niej co najwyzej skohczenie
wiele punktéw wymiernych.

Uwaga. Do krzywych z mnozeniem zespolonym naleza np. krzywe typu
y? = x3 + B oraz typu y°® = x3 + Ax.

Twierdzenie (B. Gross, D. Zagier, 1986). Jesli krzywa E jest
modularna oraz s = 1 jest zerem jednokrotnym funkcji L(s) to na krzywej
E lezy nieskonczenie wiele punktéw wymiernych.

Uwaga. Kazda krzywa eliptyczna o wspdtczynnikach wymiernych jest
modularna.
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wyniki czedciowe

Twierdzenie (J. Coates, A. Wiles, 1977). Jesli krzywa eliptyczna E ma
mnozenie zespolone oraz L(1) # 0 to lezy na niej co najwyzej skohczenie
wiele punktéw wymiernych.

Uwaga. Do krzywych z mnozeniem zespolonym naleza np. krzywe typu
y? = x3 + B oraz typu y°® = x3 + Ax.

Twierdzenie (B. Gross, D. Zagier, 1986). Jesli krzywa E jest
modularna oraz s = 1 jest zerem jednokrotnym funkcji L(s) to na krzywej
E lezy nieskonczenie wiele punktéw wymiernych.

Uwaga. Kazda krzywa eliptyczna o wspdtczynnikach wymiernych jest
modularna. (A. Wiles i inni).

M.Skatba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarnaé dwa miliony z milenijnego st



zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze
1

nZEXy
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze

1
n=-x
2)’

tzn. n jest polem tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach.
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze
1
n=-x
5 Y
tzn. n jest polem tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach.
Liczba n = 6 jest kongruentna, gdyz 6 = (3 -4)/2 oraz 3% + 42 = 52,
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze

1

n=-x

5 Y
tzn. n jest polem tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach.
Liczba n = 6 jest kongruentna, gdyz 6 = (3-4)/2 oraz 32 + 42 =52, A
mniejsze liczby naturalne?
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze

1
n=Sxy
tzn. n jest polem tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach.
Liczba n = 6 jest kongruentna, gdyz 6 = (3-4)/2 oraz 32 + 42 =52, A
mniejsze liczby naturalne?To, ze n = 1 nie jest kongruentna jest
réwnowazne nastepujacemu faktowi:
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze

1

n=-x

5 Y
tzn. n jest polem tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach.
Liczba n = 6 jest kongruentna, gdyz 6 = (3-4)/2 oraz 32 + 42 =52, A
mniejsze liczby naturalne?To, ze n = 1 nie jest kongruentna jest
réwnowazne nastepujacemu faktowi:
P. Fermat
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zastosowanie BSD do problemu liczb kongruentnych

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna wtw (z definicji), gdy istnieja
liczby wymierne dodatnie x, y, z takie, ze

1
tzn. n jest polem tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach.
Liczba n = 6 jest kongruentna, gdyz 6 = (3-4)/2 oraz 32 + 42 =52, A
mniejsze liczby naturalne?To, ze n = 1 nie jest kongruentna jest
réwnowazne nastepujacemu faktowi:
P Fermat nie ma takich liczb naturalnych a # b, ze zaréwno a*> — b? jak i
a® + b? sa kwadratami.
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problem liczb kongruentnych

Niech
_ 411340519227716149383203

21666555693714761309610

M.Skatba (57 SMP, 26.01.2018) Jak zgarnaé dwa miliony z milenijnego st



problem liczb kongruentnych

Niech
_ 411340519227716149383203

~ 21666555693714761309610

_ 6803298487826435051217540
~ 411340519227716149383203
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problem liczb kongruentnych

Niech
_ 411340519227716149383203

~ 21666555693714761309610

_ 6803298487826435051217540
~ 411340519227716149383203

224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830
tatwiej sprawdzi¢ (niz wypisaé powyzsze), ze

X2 4y = 22
oraz
L 157
—Xy = .
5 Y
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problem liczb kongruentnych

Niech
_ 411340519227716149383203

21666555693714761309610

_ 6803298487826435051217540
~ 411340519227716149383203

224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830

tatwiej sprawdzi¢ (niz wypisaé powyzsze), ze

X2 4y = 22
oraz
L 157
—Xy = .
5 Y

Zatem liczba 157 jest kongruentna.
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
© Liczba n jest kongruentna.

@ liczba tréjek liczb catkowitych (x, y, z) spetniajacych réwnanie
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
© Liczba n jest kongruentna.

@ liczba tréjek liczb catkowitych (x, y, z) spetniajacych réwnanie

2x* +y? +8z22=n
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
© Liczba n jest kongruentna.

@ liczba tréjek liczb catkowitych (x, y, z) spetniajacych réwnanie
2x* +y? +8z22=n

rowna sie dwa razy liczba tréjek spetniajacych réwnanie
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
© Liczba n jest kongruentna.

@ liczba tréjek liczb catkowitych (x, y, z) spetniajacych réwnanie
2x* +y? +8z22=n
rowna sie dwa razy liczba tréjek spetniajacych réwnanie

2x2 —|—y2 +322%2 =n
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
© Liczba n jest kongruentna.

@ liczba tréjek liczb catkowitych (x, y, z) spetniajacych réwnanie
2x* +y? +8z22=n
réwna sie dwa razy liczba tréjek spetniajacych réwnanie
2x2 —|—y2 +322%2 =n

Woéwczas z (1) wynika (2).
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twierdzenie Tunnela

Niech n liczba nieparzystg bezkwadratowa. Rozwazmy dwa warunki
© Liczba n jest kongruentna.

@ liczba tréjek liczb catkowitych (x, y, z) spetniajacych réwnanie
2x* +y? +8z22=n
réwna sie dwa razy liczba tréjek spetniajacych réwnanie
2x2 —|—y2 +322%2 =n

Woéwczas z (1) wynika (2).Ponadto, jezeli zachodzi staba wersja hipotezy
Bircha-Swinnertona-Dyera to réwniez z (2) wynika (1).
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wniosek z twierdzenia Tunnela

Kazda liczba bezkwadratowa n postaci 8k + 5 lub 8k 4+ 7 jest kongruentna.
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wniosek z twierdzenia Tunnela

Kazda liczba bezkwadratowa n postaci 8k + 5 lub 8k 4+ 7 jest kongruentna.
Dowéd. tatwo sprawdzi¢, ze n = 8k + 5 nie jest postaci 2x° + y? + 822
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wniosek z twierdzenia Tunnela

Kazda liczba bezkwadratowa n postaci 8k + 5 lub 8k 4+ 7 jest kongruentna.
Dowéd. tatwo sprawdzi¢, ze n = 8k + 5 nie jest postaci 2x° + y? + 822
zatem 0 = 2 - 0 i warunek Tunella z poprzedniego slajdu jest spetniony.
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wniosek z twierdzenia Tunnela

Kazda liczba bezkwadratowa n postaci 8k + 5 lub 8k 4+ 7 jest kongruentna.
Dowéd. tatwo sprawdzi¢, ze n = 8k + 5 nie jest postaci 2x° + y? + 822
zatem 0 = 2 - 0 i warunek Tunella z poprzedniego slajdu jest spetniony.
Uwaga. Gdy powyzsze n jest liczbg pierwsza to jest kongruentna (bez
zadnych hipotez).
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Dziekuje.
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