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Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka Bradleya Efrona.

A B

N [ -1

Andrzej Komisarski Nieprzechodnio$¢ w porzadkach zmiennych losowych



Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka Bradleya Efrona.

A
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B . . .
Rzucajac tymi kostkami:
T e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
——"— wiecej oczek na kostce A, niz na B
C
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Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka Bradleya Efrona.

A

B . . .
Rzucajac tymi kostkami:

.

T e z prawdopodobienstwem % uzyskamy

wiecej oczek na kostce A, niz na B
) e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
C

2 wiecej oczek na B, nizna C
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Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka Bradleya Efrona.
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— Rzucajac tymi kostkami:
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e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
wiecej oczek na kostce A, niz na B
) e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
C

2 wigcej oczek na B, nizna C
e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
wiecej oczek na kostce C, niz na D
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Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka Bradleya Efrona.

A

2
3 B

— Rzucajac tymi kostkami:

]|

e z prawdopodobienstwem % uzyskamy

~ wiecej oczek na kostce A, niz na B

( — — ) e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
C

2 wigcej oczek na B, nizna C
e z prawdopodobienstwem % uzyskamy

wiecej oczek na kostce C, niz na D

- [+] - e z prawdopodobienstwem % uzyskamy

-~ = wiecej oczek na D, niz na A
3
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Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka Bradleya Efrona.

A3 B : . .
e Rzucajac tymi kostkami:
]

e z prawdopodobienstwem % uzyskamy

~ wiecej oczek na kostce A, niz na B

( — — ) e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
C

2 wigcej oczek na B, nizna C

e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
wiecej oczek na kostce C, niz na D

e z prawdopodobienstwem % uzyskamy
wiecej oczek na D, niz na A

|

WSsréd tych czterech kostek nie ma najlepszej!
Relacja miedzy kostkami polegajaca na byciu lepsza jest
nieprzechodnial
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Troche historii i powigzan

Podobne przyktady byty znane juz wczesniej. Najstarszy to chyba
przyktad H. Steinhausa i S. Trybuty z roku 1959:

Istnieja trzy niezalezne zmienne losowe X, Y, Z takie, ze
P(X<Y)>L P(Y<Z)>3oraz P(Z<X)> 3.

Paradoksy tego typu maja znaczenie w innych naukach,

m.in. w ekonomii — np. w kontekscie modeli uzytecznosci losowej
(Random Utility Models) w mikroekonomicznej teorii wyboru

i w socjologii — np. w teorii wyboru spotecznego (Social Choice
Theory).
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Gtéwny problem

Rozwazmy dwuosobows gre zwigzang z kostkami Efrona:
Pierwszy gracz wybiera jedna z kostek A, B, C, D, drugi wybiera
jedna z pozostatych, a nastepnie obaj rzucaja wybranymi kostkami.
Wygrywa ten, ktéry uzyska wiecej oczek.

2

Lepiej by¢ drugim graczem: wygrywa si¢ z p-stwem 3.
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Gtéwny problem

Rozwazmy dwuosobows gre zwigzang z kostkami Efrona:

Pierwszy gracz wybiera jedna z kostek A, B, C, D, drugi wybiera
jedna z pozostatych, a nastepnie obaj rzucaja wybranymi kostkami.
Wygrywa ten, ktéry uzyska wiecej oczek.

Lepiej by¢ drugim graczem: wygrywa sie z p-stwem %

A co by byto, gdybysmy mieli wiecej przyrzadéw do losowania
(niekoniecznie kostek)? Jak duze moze by¢ prawdopodobienstwo
wygranej gracza drugiego, dla n przyrzadéw losujacych?
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Gtéwny problem

Rozwazmy dwuosobows gre zwigzang z kostkami Efrona:

Pierwszy gracz wybiera jedna z kostek A, B, C, D, drugi wybiera
jedna z pozostatych, a nastepnie obaj rzucaja wybranymi kostkami.
Wygrywa ten, ktéry uzyska wiecej oczek.

Lepiej by¢ drugim graczem: wygrywa sie z p-stwem %

A co by byto, gdybysmy mieli wiecej przyrzadéw do losowania
(niekoniecznie kostek)? Jak duze moze by¢ prawdopodobienstwo
wygranej gracza drugiego, dla n przyrzadéw losujacych?

Niech
= in P(Xx_1 <X
mp = sup min_ (Xk—1 < X&),
gdzie Xy = X, oraz supremum przebiega wszystkie uktady
(X1, X2, ..., Xp) niezaleznych zmiennych losowych.
Co mozna powiedzie¢ o 7,7
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Co wiadomo o 7,7

Fragment pracy S. Trybuty z roku 1965:

On the paradox of n random variables 153

n I Ton n | on, n Ttn
3 0,61803 12 0,73870 21 0,74567
4 0,66667 13 0,74011 22 0,74601
5 0,69202 14 0,74126 23 0,74631
6 0,71688 15 0,74228 24 | 0,74658
7 0,72361 16 0,74304 25 0,74683
8 0,72844 17 0,74373 26 0,74704
9 0,73205 18 0,74432 27 0,74724
10 0,73481 19 0,74483 28 0,74741
11 0,73698 20 0,74528 29 0,74757
30 0,74772

THEOREM 4. Let X;,X,,..., X, be independent random variables
and let

LE=P(X; <Xy, (E=1,..,n-1), §&=PX,<X),
7, = supmin(&;, &5y .0y &)y
where supremum is taken over the set of all random variables X = (X,,
eery X,). Then

3 8 n < 3
—_——_—— 7 —
4 nmnt4a) " T4
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Co wiadomo o 7,7

Fragment pracy Z. Usiskina z roku 1964:

THE VOTING PARADOX 861
TABLE 1
n gn(b) Lower Approx. by Upper Approx.
3 24+ b—1 7/16 = .4375 (5% — 1)/2 = .61803--- 5/8 = .6250
4 3b — 2b 5/8 = .6250 2/3 = .66666- - 27/40 = .6750
5 b3+ 32— 4b+41 95/144 = .6597 6944+ 7/10 = .7000
6 4p3 — 202 —2b 41 11/16 = .6875 24/2 = .70710--- 5/7 = .7143
7 b+ 6b% — 9b2 + 3b 279/400 = .6975 81/112 = .7234
8 5b4 — 924 6b—1 17/24 = .7083 35/48 = .7292
9 bs + 10b¢ — 1563 + 3b2 + 3b — 1 559/784 = .7130 11/15 = .7333
10 6b5 4 5b¢ — 24b3 + 18b2 — 4b 23/32 = .7188 3l -1 = .73205--- 81/110 = .7364
20 53/72 = .7361 209/280 = .7467
25 6255/8464 = .7390 243/325 = .7477
30 143/192 = .7448 637/850 = .7494
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Co wiadomo o 7,7

Fragment pracy Z. Usiskina z roku 1964:

4. Approximations to b(n). Rough lower and upper bounds were constructed
for b(n) in Theorem 3. They are

fornodd: (3n° — 2n 4+ 1)/4n” < b(n) < &
for n even: (3n — 2)/4n = b(n) < 4.

A better lower bound has been constructed and a better upper bound is con-
jectured; namely,
fornodd: 2 — 1/4(n — 2) — 1/16(n — 2)* < b(n) < 2[1 — 2/n(n + 1)]
forneven: 2 — 1/4(n — 2) < b(n) < 1 — 2/n(n + 1)].

5. Application. Consider n types of steel, numbered 1 to n, the bars of each
type having a predetermined distribution of strength along their lengths. Ran-
domly choose a sample bar of each type. Measure relative strength of two bars
by pressing one against the other at a random place along the length of each
bar—whichever breaks first is weaker. It is quite possible that each randomly

chosen bar is stronger than the next and the last is stronger than the first. Let p;
= P(4th bar is stronger than the 7 4 1st). Then b(n) = max min,...,. {p4.
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Co wiadomo o 7,7

Ciag (mp) jest rosnacy, limp oo mp = %

6 = % 10 =V3-1

(réwnos¢ g = % oznacza, ze kostki Efrona sa optymalne)
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Co wiadomo o 7,7

Ciag (mp) jest rosnacy, limp oo mp = %

6 = % 10 =V3-1

(réwnos¢ g = % oznacza, ze kostki Efrona sa optymalne)

Udowodnie, ze

1

180°

T‘-n:]._ 2
4 cos )
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Co wiadomo o 7,7

Ciag (m,) jest rosnacy, lim, oo mp = 5

4
Te = % 10 =v3-1

(réwnos¢ g = % oznacza, ze kostki Efrona sa optymalne)

Udowodnie, ze

1

7'('n = ]_ e —
2 180°
4 cos® 75
Z L. _ ¢
W szczegdlnosci, mg = 75
Man_p3=1— ——=2— dla n>2 (n— 1 dwéjek oraz n — 2 pierwiastki)

2
24V 24+V2
T3.0n_p =1 — m dla n>1 (n— 1 dwéjek, tréjka i n — 1 pierwiastkéw)

2+

1. _ 2 _ :
5 i m4 = 3 (oraz m; = 0) sa wymierne
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Troche geometrii na poczatek

Niech
e NABC — tréjkat réwnoramienny
e <CAB = <ABC = a < 60°
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Troche geometrii na poczatek

Niech

e NABC — tréjkat réwnoramienny

e <CAB = <ABC = o £ 60°

e punkty D oraz E leza na boku AB, przy czym AD < AE
e <ECD =«
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Troche geometrii na poczatek

Niech

e NABC — tréjkat réwnoramienny

e <CAB = <ABC = o £ 60°

e punkty D oraz E leza na boku AB, przy czym AD < AE
e <ECD =«

Woéwczas AE - DB = AC?
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Troche geometrii na poczatek

Niech

e NABC — tréjkat réwnoramienny

e <CAB = <ABC = o < 60°

e punkty D oraz E leza na boku AB, przy czym AD < AE
e <ECD =«

Woéwczas AE - DB = AC?

A
Istotnie, AAEC ~ ABCD
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Troche geometrii na poczatek

Niech

e NABC — tréjkat réwnoramienny

e <CAB = <ABC = o < 60°

e punkty D oraz E leza na boku AB, przy czym AD < AE
e <ECD =«

Woéwczas AE - DB = AC?

B

A D E

Istotnie, AAEC ~ ABCD oraz AC = BC, wiec 25 = 55 = 2¢
czyli AE - DB = AC?.
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Geometrii cigg dalszy

180°

Niech n > 2 oraz a = o

(wéwczas <BCA = n - «)

(&3 (&3
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Geometrii cigg dalszy

Niech n > 2 oraz a =

Wybierzmy na boku AB punkty Dy = A, Dy, D5, ..., D, = B tak,
by <DxCDy_ 1 =adlak=1,...,n
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Geometrii cigg dalszy

Niech n > 2 oraz a =

Wybierzmy na boku AB punkty Dy = A, Dy, D5, ..., D, = B tak,
by <DxCDy_ 1 =adlak=1,...,n

Woéwcezas ADy - Dx_1B =AC?dlak=1,...,n
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Konstrukcja n zmiennych losowych

Skonstruujmy n przyrzadéw losujacych pozwalajacych zrealizowaé
Tp=1—
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Konstrukcja n zmiennych losowych

Skonstruujmy n przyrzadéw losujacych pozwalajacych zrealizowaé

1
T, =1 5 -
2 180
4cos® 375

Nawinmy odcinek AB na koto tak, by stat sie on jego obwodem.

Dy
D,
Ds
A=B
Dy
D1
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Konstrukcja n zmiennych losowych

Skonstruujmy n przyrzadéw losujacych pozwalajacych zrealizowaé

1
T, =1 5 -
2 180
4cos® 375

Nawinmy odcinek AB na koto tak, by stat sie on jego obwodem.
Przyrzad X (gdzie k =0,1,...,n) to ruletka (lub koto fortuny).

Dy
D, Xk
Ds
A=B A—B
> o >
Dn1
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Konstrukcja n zmiennych losowych

Skonstruujmy n przyrzadéw losujacych pozwalajacych zrealizowaé

1
T, =1 5 -
2 180
4cos® 375

Nawinmy odcinek AB na koto tak, by stat sie on jego obwodem.
Przyrzad X (gdzie k =0,1,...,n) to ruletka (lub koto fortuny).

Dy
D, Xk
Ds
A=B A—B
S
P(Xk = k) = 52« P(Xx =n+k) = 5L
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Konstrukcja n zmiennych losowych

Skonstruujmy n przyrzadéw losujacych pozwalajacych zrealizowaé
1
mTh=1-

4cos? 1807
Nawinmy odcinek AB na koto tak, by stat sie on jego obwodem.
Przyrzad X gd2|e k=0,1,...,n) to ruletka (lub koto fortuny).
Xk
- -8B
@
P(Xi = k) _ﬁ\fg P(Xx =n+k) = 5L

Ruletki X oraz X, s3a identyczne:

Xo X,
A=B=Dy A=B=0D,
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Przyktad dla n =6

D, e

oy
A=B A=B
n e
7‘ % X \6

:AD:OiBG @XOXG X3 ABD3

ﬂ—x X5 X4 /Tﬁ
A=B A=B

RN

D
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Dlaczego jest dobrze?

lle wynosi P(Xx_1 < Xx) dla k=1,...,n7
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Dlaczego jest dobrze?

lle wynosi P(Xx_1 < Xx) dla k=1,...,n7
Przypomnijmy: P(Xy = k) = %, P(Xq = n+ k) = %’
ADy - Dy_1B = AC?
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Dlaczego jest dobrze?

lle wynosi P(Xx_1 < Xx) dla k=1,...,n7

Przypomnijmy: P(Xy = k) = %, P(Xk=n+k) = %,
ADy - Dy_1B = AC?

Xk_1 moze przyjac tylko wartosci k — 1 lub k — 1+ n

Xk moze przyjaé tylko wartosci k lub k + n

Zatem Xj_1 < Xy zawsze z wyjatkiem sytuacji, gdy Xy = k oraz

Xk_1=k—1+n.
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Dlaczego jest dobrze?

lle wynosi P(Xx_1 < Xx) dla k=1,...,n7
Przypomnijmy: P(Xy = k) = %, P(Xk=n+k) = %,
ADy - Dy_1B = AC?
Xk_1 moze przyjac tylko wartosci k — 1 lub k — 1+ n
Xk moze przyjaé tylko wartosci k lub k + n
Zatem Xj_1 < Xy zawsze z wyjatkiem sytuacji, gdy Xy = k oraz
Xk_1=k—1+n.

P(kal<Xk):1—P(Xk:k)~P(Xk,1:k—1+n):

—1_@ Di-1B _1_A7(:2_
a AB AB AB2
1 1
=1- =1-
2 2 180°
AB/2 4 cos® ==
4 . (Té) n+2
¢ 180°
=90
AC
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Sprébujmy te rachunki narysowac

[lustracja obliczen dla n =6 oraz k =5

C
Xk o <
= %
LK
B =D,—A=Dp o o
Dy, |D2|Ds|Ds |Ds B =D,
2
Xk-1
v Hy
Q & D5
o=
¢ 7 |P: Hs
o |[os He
%
2N [[or #
] H,
o
yry H K

Prawdopodobiefistwo P(Xx_1 > Xix) =1 — P(Xk_1 < Xk) jest réwne
stosunkowi pél prostokata AD; _; Hi Dy i kwadratu AA’KB.

Z podobienstwa zaznaczonych tréjkatéw wynika, ze stosunek ten wynosi
AD,-D,_4B" _ aAc.AC’ 1

ABABT — ABAB — Acos?a . _
Wszystkie prostokaty AD}_; HxDx maja takie samo pole réwne AC?,

zas punkty Hy, ..., H, leza na jednej hiperboli.
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y7, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk_]_ < Yk) > 1—m dla k:].,...,n (YOZ Yn)
n+
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y7, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk_]_ < Yk) > 1—m dla k:].,...,n (YOZ Yn)
nt

S. Trybuta (a takze niezaleznie Z. Usiskin i inni) pokazat,

ze modyfikujac odpowiednio nasze zmienne losowe mozna zatozy¢,
ze Y, jest stata (tak, jak w przypadku kostki B w zestawie Efrona
oraz ruletki X,).
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y7, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk_l < Yk) >1-— % dla k = 1,...,n (Yo = Yn).
4 cos'

n+2
Mozna zatozy¢, ze Y, jest stata.
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y1, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk 1<Yk)>1— 21800 dlak—l (YoZYn).

Mozna zatozy¢, ze Y, Jest sta’(a
Niech yo, y1, ..., ¥n € R beda takie, ze P(Yy < yx) > Ai oraz
P(Y« =2 y)=>1- % = DkB (yk to kwantyl rzgdu TBk rozktadu

zmiennej losowej Yy).
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y1, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk 1<Yk)>1— 21800 dlak—l (YoZYn).

Mozna zatozy¢, ze Y, Jest sta’(a

Niech yo, y1, ..., ¥n € R beda takie, ze P(Yy < yx) > Ai oraz
P(Y« =2 y)=>1- % = DkB (yk to kwantyl rzgdu TBk rozktadu
zmiennej losowej Yy).

Poniewaz Yy = Y, jest stata, wiec mozna liczby yy oraz y, okresli¢

tak, by yo = yp.
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y1, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk 1<Yk)>1— 21800 dlak—l (YoZYn).

Mozna zatozy¢, ze Y, Jest sta’(a

Niech yo, y1, ..., ¥n € R beda takie, ze P(Yy < yx) > Ai oraz

P(Y« =2 y)=>1- % = DkB (yk to kwantyl rzgdu TBk rozktadu
zmiennej losowej Yy).
Poniewaz Yy = Y, jest stata, wiec mozna liczby yy oraz y, okresli¢

tak, by yo = yp.
Niech y; = min(y1,...,yn). Wowczas yj_1 > y;.
Jedli Yy <yjoraz Yi_1 > yj_1,to Yj_1 2 Y]
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Dlaczego nie da sie lepigej?

Niech Y1, ..., Y, beda takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi,
ze P(Yk 1<Yk)>1— 21800 dlak—l (YoZYn).

Mozna zatozy¢, ze Y, Jest sta’(a

Niech yo, y1, ..., ¥n € R beda takie, ze P(Yy < yx) > Ai oraz
P(Y« =2 y)=>1- % = DkB (yk to kwantyl rzgdu TBk rozktadu
zmiennej losowej Yy).

Poniewaz Yy = Y, jest stata, wiec mozna liczby yy oraz y, okresli¢
tak, by yo = yn.

Niech y; = min(y1,...,yn). Wowczas yj_1 > y;.

Jedli Yy <yjoraz Yi_1 > yj_1,to Yj_1 2 Y]

P(Yic1<Y)=1-P(Yie1 =2 V) <1-P(Y; <y, Yj-1 2 y-1) <

<1_AD DB _ 1

- 180°
AB AB 4 cos? D

Otrzymalismy sprzeczno$¢. Wynika stad, ze takie zmienne losowe
nie istnieja.
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A jak to jest bez niezaleznosci?

Porzuémy zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych Xi, ..., X,
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A jak to jest bez niezaleznosci?

Porzuémy zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych Xi, ..., X,
Z jednej strony mamy:

3

mkin P(Xk,;[ < Xk) =1- ml:axP(Xk,l > Xk) <1-— %

<1-LiPE X122 X)=1-1

Andrzej Komisarski Nieprzechodnio$¢ w porzadkach zmiennych losowych



A jak to jest bez niezaleznosci?

Porzuémy zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych Xi, ..., X,

Z jednej strony mamy:

3

mkin P(Xk,;[ < Xk) =1- mkaX P(Xk,;[ > Xk) <1-— % P(Xk,1 > Xk) <

<1-1iPE Xo1 2 X)) =1-

S

A z drugiej strony:
Jesli wektor losowy (X1,...,X,) przyjmuje wartosci

(1,2,...,n),(2,3,...,n,1),(3,4,...,n,1,2),...,(n,1,2,...,n— 1),

kazda z prawdopodobienistwem % to P(Xk_1 < Xy)=1-— %
dak=1,...,n
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A jak to jest bez niezaleznosci?

Porzuémy zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych Xi, ..., X,

Z jednej strony mamy:

3

mkin P(Xk,;[ < Xk) =1- mkaX P(Xk,;[ > Xk) <1-— % P(Xk,1 > Xk) <

<1-1iPE Xo1 2 X)) =1-

S

A z drugiej strony:
Jesli wektor losowy (X1,...,X,) przyjmuje wartosci

(1,2,...,n),(2,3,...,n,1),(3,4,...,n,1,2),...,(n,1,2,...,n— 1),

kazda z prawdopodobienistwem % to P(Xk_1 < Xy)=1-— %
dak=1,...,n

Zatem sup minj<x<n P(Xk—1 < X)) =1 — %



Co to ma wspdlnego z wyborami? Paradoks Condorceta

Zatézmy, ze w wyborach kandyduje 5 oséb: Ky, Ko, K3, Ky, Ks
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Co to ma wspdlnego z wyborami? Paradoks Condorceta

Zatézmy, ze w wyborach kandyduje 5 oséb: Ky, Ko, K3, Ky, Ks

Preferencje wyborcéw sa takie:

20% wyborcéw: K; < Ky < Kz < K < Ks
20% wyborcow: Ko < Kz < Ky < K5 < Ky
20% wyborcéw: Kz < Ky < Ks < K1 < K>
20% wyborcow: Ky < Ks < K1 < Kb < K3
20% wyborcéw: Ks < K1 < Kb < K3 < Ky
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Co to ma wspdlnego z wyborami? Paradoks Condorceta

Zatézmy, ze w wyborach kandyduje 5 oséb: Ky, Ko, K3, Ky, Ks

Preferencje wyborcéw sa takie:

20% wyborcéw: K; < Ky < Kz < K < Ks
20% wyborcow: Ko < Kz < Ky < K5 < Ky
20% wyborcéw: Kz < Ky < Ks < K1 < K>
20% wyborcow: Ky < Ks < K1 < Kb < K3
20% wyborcéw: Ks < K1 < Kb < K3 < Ky

Efekt:

80% wyborcéw woli kandydata K> od Ki

80% wyborcéw woli kandydata K3 od K>

80% wyborcéw woli kandydata K; od K3 l l I
80% wyborcéw woli kandydata K5 od Ky Y
80% wyborcéw woli kandydata K; od Ky
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Co to ma wspdlnego z wyborami?

Fragment pracy Z. Usiskina z roku 1964:
MAX-MIN PROBABILITIES IN THE VOTING PARADOX!

By ZaumaN Usiskin?

Unaversity of Illinois
1. Introduction and summary. The voting paradox, that it is possible among
three candidates to have A more popular than B, B more popular than C, and
C more popular than A (e.g., let % of a population prefer A to B, B to C; another
3 prefer B to C, C to 4; and the remaining % prefer C to 4, A to B) naturally
raises the question of how much more popular they can be, and what results

can be obtained with more than three candidates.
The question corresponds to the mathematical problem of choosing the joint

distribution of » real-valued random variables so as to maximize

min {P(X; > X3), -+, P(Xpa > X,), P(X, > X1)}.

The fact that all these probabilities can exceed % is well known, (see [1]), but
the question of max-min does not appear to have been considered. This note
considers this problem (a) with unrestricted X, ---, X, and (b) with X,
-+, X, restricted to be independent.
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A jak to bedzie dla prawdopodobienstwa kwantowego?

Okazuje sie, ze dla prawdopodobienstwa kwantowego wyniki s3
jeszcze bardziej zaskakujace.
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A jak to bedzie dla prawdopodobienstwa kwantowego?

Okazuje sie, ze dla prawdopodobienstwa kwantowego wyniki s3
jeszcze bardziej zaskakujace. Oto jeden z nich:

Twierdzenie

Gdy przestrzen stanéw jest co najmniej 3-wymiarowa, Wowczas

dla kazdego stanu kwantowego (czystego) (= rozkfadu p-stwa),
dla kazdego n > 3 oraze > 0

istnieja obserwable (=~ zmienne losowe) A1, ..., A, takie, ze
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A jak to bedzie dla prawdopodobienstwa kwantowego?

Okazuje sie, ze dla prawdopodobienstwa kwantowego wyniki s3
jeszcze bardziej zaskakujace. Oto jeden z nich:

Twierdzenie

Gdy przestrzen stanéw jest co najmniej 3-wymiarowa, Wowczas

dla kazdego stanu kwantowego (czystego) (= rozkfadu p-stwa),
dla kazdego n > 3 oraze > 0

istnieja obserwable (=~ zmienne losowe) A1, ..., A, takie, ze

P(A, < A1) >1—¢

P(Ar < Az) = P(Ay < Ag) =+ = P(Ap_1 < Ap) = 1 Il
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A jak to bedzie dla prawdopodobienstwa kwantowego?

Okazuje sie, ze dla prawdopodobienstwa kwantowego wyniki s3
jeszcze bardziej zaskakujace. Oto jeden z nich:

Twierdzenie

Gdy przestrzen stanéw jest co najmniej 3-wymiarowa, Wowczas

dla kazdego stanu kwantowego (czystego) (= rozkfadu p-stwa),
dla kazdego n > 3 oraze > 0

istnieja obserwable (=~ zmienne losowe) A1, ..., A, takie, ze

P(A, < A1) >1—¢

P(Ar < Az) = P(Ay < Ag) =+ = P(Ap_1 < Ap) = 1 Il

Gdy n = 2, wéwczas co$ takiego jest niemozliwe, gdyz
P(Al < A2) + P(Al = A2) + P(A1 > A2) =1
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