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Kostki Efrona

W roku 1970 Martin Gardner opisał w dziale matematycznym
Mathematical Games czasopisma Scientific American kostki do gry,
odkryte kilka lat wcześniej przez statystyka Bradleya Efrona.
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Wśród tych czterech kostek nie ma najlepszej!
Relacja między kostkami polegająca na byciu lepszą jest
nieprzechodnia!
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Trochę historii i powiązań

Podobne przykłady były znane już wcześniej. Najstarszy to chyba
przykład H. Steinhausa i S. Trybuły z roku 1959:
Istnieją trzy niezależne zmienne losowe X ,Y ,Z takie, że
P(X < Y ) > 1

2 , P(Y < Z ) > 1
2 oraz P(Z < X ) > 1

2 .

Paradoksy tego typu mają znaczenie w innych naukach,
m.in. w ekonomii — np. w kontekście modeli użyteczności losowej
(Random Utility Models) w mikroekonomicznej teorii wyboru
i w socjologii — np. w teorii wyboru społecznego (Social Choice
Theory).
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Główny problem

Rozważmy dwuosobową grę związaną z kostkami Efrona:
Pierwszy gracz wybiera jedną z kostek A, B , C , D, drugi wybiera
jedną z pozostałych, a następnie obaj rzucają wybranymi kostkami.
Wygrywa ten, który uzyska więcej oczek.
Lepiej być drugim graczem: wygrywa się z p-stwem 2

3 .

A co by było, gdybyśmy mieli więcej przyrządów do losowania
(niekoniecznie kostek)? Jak duże może być prawdopodobieństwo
wygranej gracza drugiego, dla n przyrządów losujących?

Niech
πn = sup min

16k6n
P(Xk−1 < Xk),

gdzie X0 = Xn oraz supremum przebiega wszystkie układy
(X1,X2, . . . ,Xn) niezależnych zmiennych losowych.
Co można powiedzieć o πn?
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Co wiadomo o πn?

Fragment pracy S. Trybuły z roku 1965:
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Co wiadomo o πn?

Fragment pracy Z. Usiskina z roku 1964:
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Co wiadomo o πn?

Ciąg (πn) jest rosnący, limn→∞ πn = 3
4

π3 =
√
5−1
2 = 1

φ = φ− 1 π4 = 2
3

π6 =
1√
2

π10 =
√
3− 1

(równość π4 = 2
3 oznacza, że kostki Efrona są optymalne)

Udowodnię, że

πn = 1− 1
4 cos2 180◦

n+2

W szczególności, π8 = φ√
5

π2n−2 = 1− 1
2+
√

2+···+
√

2
dla n > 2 (n − 1 dwójek oraz n − 2 pierwiastki)

π3·2n−2 = 1− 1
2+
√

2+···+
√

3
dla n > 1 (n − 1 dwójek, trójka i n − 1 pierwiastków)

Tylko π2 = 1
2 i π4 = 2

3 (oraz π1 = 0) są wymierne

Andrzej Komisarski Nieprzechodniość w porządkach zmiennych losowych



Co wiadomo o πn?

Ciąg (πn) jest rosnący, limn→∞ πn = 3
4

π3 =
√
5−1
2 = 1

φ = φ− 1 π4 = 2
3

π6 =
1√
2

π10 =
√
3− 1

(równość π4 = 2
3 oznacza, że kostki Efrona są optymalne)

Udowodnię, że

πn = 1− 1
4 cos2 180◦

n+2

W szczególności, π8 = φ√
5

π2n−2 = 1− 1
2+
√

2+···+
√

2
dla n > 2 (n − 1 dwójek oraz n − 2 pierwiastki)

π3·2n−2 = 1− 1
2+
√

2+···+
√

3
dla n > 1 (n − 1 dwójek, trójka i n − 1 pierwiastków)

Tylko π2 = 1
2 i π4 = 2

3 (oraz π1 = 0) są wymierne

Andrzej Komisarski Nieprzechodniość w porządkach zmiennych losowych



Co wiadomo o πn?

Ciąg (πn) jest rosnący, limn→∞ πn = 3
4

π3 =
√
5−1
2 = 1

φ = φ− 1 π4 = 2
3

π6 =
1√
2

π10 =
√
3− 1

(równość π4 = 2
3 oznacza, że kostki Efrona są optymalne)

Udowodnię, że

πn = 1− 1
4 cos2 180◦

n+2

W szczególności, π8 = φ√
5

π2n−2 = 1− 1
2+
√

2+···+
√

2
dla n > 2 (n − 1 dwójek oraz n − 2 pierwiastki)

π3·2n−2 = 1− 1
2+
√

2+···+
√

3
dla n > 1 (n − 1 dwójek, trójka i n − 1 pierwiastków)

Tylko π2 = 1
2 i π4 = 2

3 (oraz π1 = 0) są wymierne
Andrzej Komisarski Nieprzechodniość w porządkach zmiennych losowych



Trochę geometrii na początek

Niech
• 4ABC – trójkąt równoramienny
• ^CAB = ^ABC = α 6 60◦

• punkty D oraz E leżą na boku AB , przy czym AD < AE
• ^ECD = α

Wówczas AE · DB = AC 2

A B

C

α α

Istotnie, 4AEC ∼ 4BCD oraz AC = BC , więc AE
AC = BC

BD = AC
DB ,

czyli AE · DB = AC 2.
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Geometrii ciąg dalszy

Niech n > 2 oraz α = 180◦
n+2 (wówczas ^BCA = n · α)

A B

C

α α

Wybierzmy na boku AB punkty D0 = A, D1, D2, . . . , Dn = B tak,
by ^DkCDk−1 = α dla k = 1, . . . , n

Wówczas ADk · Dk−1B = AC 2 dla k = 1, . . . , n
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Konstrukcja n zmiennych losowych

Skonstruujmy n przyrządów losujących pozwalających zrealizować
πn = 1− 1

4 cos2 180◦
n+2

.

Nawińmy odcinek AB na koło tak, by stał się on jego obwodem.

Przyrząd Xk (gdzie k = 0, 1, . . . , n) to ruletka (lub koło fortuny).

A = B

D1

D2

D3

. . .

Dk

. . .
Dn−1

P(Xk = k) = ADk
AB P(Xk = n + k) = DkB

AB

Ruletki X0 oraz Xn są identyczne:
X0

A = B = D0 n + 0

Xn

A = B = Dn n
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Przykład dla n = 6

A = B =
= D0 = D6

6 X0 = X6

A = B

D1

1

7

X1

A = B

D2
2

8

X2

A = B D3

3

9
X3

A = B

D4

4

10

X4

A = B

D5

5

11

X5

π6

π6

π6

π6

π6

π6

π6 = 1− 1
4 cos2 π

8
= 1√

2
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Dlaczego jest dobrze?

Ile wynosi P(Xk−1 < Xk) dla k = 1, . . . , n?

Przypomnijmy: P(Xk = k) = ADk
AB , P(Xk = n + k) = DkB

AB ,
ADk · Dk−1B = AC 2

Xk−1 może przyjąć tylko wartości k − 1 lub k − 1+ n
Xk może przyjąć tylko wartości k lub k + n
Zatem Xk−1 < Xk zawsze z wyjątkiem sytuacji, gdy Xk = k oraz
Xk−1 = k − 1+ n.

P(Xk−1 < Xk) = 1− P(Xk = k) · P(Xk−1 = k − 1 + n) =

= 1− ADk

AB
· Dk−1B

AB
= 1− AC 2

AB2 =

= 1− 1

4 ·
(

AB/2
AC

)2 = 1− 1
4 cos2 180◦

n+2

A B

C

α α

AB/2

AC

α = 180◦
n+2
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4 ·
(

AB/2
AC

)2 = 1− 1
4 cos2 180◦
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A B
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α α
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α = 180◦
n+2

Andrzej Komisarski Nieprzechodniość w porządkach zmiennych losowych



Dlaczego jest dobrze?

Ile wynosi P(Xk−1 < Xk) dla k = 1, . . . , n?
Przypomnijmy: P(Xk = k) = ADk

AB , P(Xk = n + k) = DkB
AB ,

ADk · Dk−1B = AC 2

Xk−1 może przyjąć tylko wartości k − 1 lub k − 1+ n
Xk może przyjąć tylko wartości k lub k + n
Zatem Xk−1 < Xk zawsze z wyjątkiem sytuacji, gdy Xk = k oraz
Xk−1 = k − 1+ n.

P(Xk−1 < Xk) = 1− P(Xk = k) · P(Xk−1 = k − 1 + n) =

= 1− ADk

AB
· Dk−1B

AB
= 1− AC 2

AB2 =

= 1− 1

4 ·
(

AB/2
AC

)2 = 1− 1
4 cos2 180◦

n+2

A B

C

α α

AB/2

AC

α = 180◦
n+2

Andrzej Komisarski Nieprzechodniość w porządkach zmiennych losowych



Spróbujmy te rachunki narysować

Ilustracja obliczeń dla n = 6 oraz k = 5
Xk

C

B = DnD1 D2 D3 D4 D5

α
α
α α α α

α
α

α α

Xk−1

A′ = D ′0

C ′

B ′ = D ′n = A = D0

D ′1

D ′2

D ′3

D ′4

D ′5

α α
α
α
α
α

αα

α

α

H1

H2

H3

H4

H5

Hn

K

Prawdopodobieństwo P(Xk−1 > Xk) = 1− P(Xk−1 < Xk) jest równe
stosunkowi pól prostokąta AD ′k−1HkDk i kwadratu AA′KB.
Z podobieństwa zaznaczonych trójkątów wynika, że stosunek ten wynosi
ADk ·D′k−1B

′

AB·A′B′ = AC ·AC ′
AB·A′B′ =

1
4 cos2 α .

Wszystkie prostokąty AD ′k−1HkDk mają takie samo pole równe AC 2,
zaś punkty H1, . . . ,Hn leżą na jednej hiperboli.
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Dlaczego nie da się lepiej?
Niech Y1, . . . , Yn będą takimi niezależnymi zmiennymi losowymi,
że P(Yk−1 < Yk) > 1− 1

4 cos2 180◦
n+2

dla k = 1, . . . , n (Y0 = Yn).

Niech y0, y1, . . . , yn ∈ R będą takie, że P(Yk 6 yk) >
ADk
AB oraz

P(Yk > yk) > 1− ADk
AB = DkB

AB (yk to kwantyl rzędu ADk
AB rozkładu

zmiennej losowej Yk).
Ponieważ Y0 = Yn jest stała, więc można liczby y0 oraz yn określić
tak, by y0 = yn.
Niech yj = min(y1, . . . , yn). Wówczas yj−1 > yj .
Jeśli Yj 6 yj oraz Yj−1 > yj−1, to Yj−1 > Yj .

P(Yj−1 < Yj) = 1− P(Yj−1 > Yj) 6 1− P(Yj 6 yj ,Yj−1 > yj−1) 6

6 1− ADj

AB
· Dj−1B

AB
= 1− 1

4 cos2 180◦
n+2

Otrzymaliśmy sprzeczność. Wynika stąd, że takie zmienne losowe
nie istnieją.
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A jak to jest bez niezależności?

Porzućmy założenie o niezależności zmiennych losowych X1, . . . ,Xn

Z jednej strony mamy:

min
k

P(Xk−1 < Xk) = 1−max
k

P(Xk−1 > Xk) 6 1− 1
n

n∑
k=1

P(Xk−1 > Xk) 6

6 1− 1
nP(∃k Xk−1 > Xk) = 1− 1

n

A z drugiej strony:
Jeśli wektor losowy (X1, . . . ,Xn) przyjmuje wartości

(1, 2, . . . , n), (2, 3, . . . , n, 1), (3, 4, . . . , n, 1, 2), . . . , (n, 1, 2, . . . , n − 1),

każdą z prawdopodobieństwem 1
n , to P(Xk−1 < Xk) = 1− 1

n
dla k = 1, . . . , n

Zatem supmin16k6n P(Xk−1 < Xk) = 1− 1
n
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Co to ma wspólnego z wyborami? Paradoks Condorceta

Załóżmy, że w wyborach kandyduje 5 osób: K1,K2,K3,K4,K5

Preferencje wyborców są takie:
20% wyborców: K1 ≺ K2 ≺ K3 ≺ K4 ≺ K5
20% wyborców: K2 ≺ K3 ≺ K4 ≺ K5 ≺ K1
20% wyborców: K3 ≺ K4 ≺ K5 ≺ K1 ≺ K2
20% wyborców: K4 ≺ K5 ≺ K1 ≺ K2 ≺ K3
20% wyborców: K5 ≺ K1 ≺ K2 ≺ K3 ≺ K4

Efekt:
80% wyborców woli kandydata K2 od K1
80% wyborców woli kandydata K3 od K2
80% wyborców woli kandydata K4 od K3
80% wyborców woli kandydata K5 od K4
80% wyborców woli kandydata K1 od K5

!!!
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Co to ma wspólnego z wyborami?

Fragment pracy Z. Usiskina z roku 1964:
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A jak to będzie dla prawdopodobieństwa kwantowego?

Okazuje się, że dla prawdopodobieństwa kwantowego wyniki są
jeszcze bardziej zaskakujące.

Oto jeden z nich:

Twierdzenie
Gdy przestrzeń stanów jest co najmniej 3-wymiarowa, wówczas
dla każdego stanu kwantowego (czystego) (≈ rozkładu p-stwa),
dla każdego n > 3 oraz ε > 0
istnieją obserwable (≈ zmienne losowe) A1, . . . ,An takie, że

P(An < A1) > 1− ε

P(A1 < A2) = P(A2 < A3) = · · · = P(An−1 < An) = 1 !!!

Gdy n = 2, wówczas coś takiego jest niemożliwe, gdyż
P(A1 < A2) + P(A1 = A2) + P(A1 > A2) = 1
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P(An < A1) > 1− ε

P(A1 < A2) = P(A2 < A3) = · · · = P(An−1 < An) = 1 !!!

Gdy n = 2, wówczas coś takiego jest niemożliwe, gdyż
P(A1 < A2) + P(A1 = A2) + P(A1 > A2) = 1
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