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Stormutowanie HP i preprinty Perelmana

O sktadnikach i prazrodtach dowodu Perelmana dla kazdego
Réwnanie ciepta

Przyktady potokdéw geometrycznych

Naiwna opowies¢ o hipotezie geometryzacyjnej Thurstona

Potok Ricciego z chirurgiami

Reakcja spotecznosci matematycznej na prace Perelmana
e Rzut oka wstecz
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Sformutowanie HP i preprinty
Perelmana



Hipoteza Poincarégo

Hipoteza. Jesli M = M3 jest tréjwymiarowg rozmaitoscig zamknietq
i (M) =0, to M jest homeomorficzna ze sferg S>.

Stormutowanie: Henri Poincaré, 1904

Od 2000 r. jeden z probleméw milenijnych Instytutu Clay'a

e Anons dowodu: Grigorij J. Perelman, trzy preprinty (X1.2002-VI1.2003;
tacznie 68 stron)

Petna akceptacja dowodu przez ekspertow w cigqu ok. 2 lat
e Perelman nie przyjat

e Medalu Fieldsa w 2006 roku,
e Nagrody Instytutu Claya w 2010 roku. FORAE



Pierwszy preprint Perelmana

b’% Cornell University
‘j Library

arXiv.org > math > arXiv:math/0211159 Search or

Mathematics > Differential Geometry

The entropy formula for the Ricci flow and its geometric applications

Grisha Perelman
(Submitted on 11 Nov 2002)

We present a monotonic expression for the Ricci flow, valid in all dimensions and without curvature assumptions. It is interpreted as an entropy for a certain
canonical ensemble. Several geometric applications are given. In particular, (1) Ricci flow, considered on the space of riemannian metrics modulo diffeomorphism
and scaling, has no nontrivial periedic orbits (that is, other than fixed points); (2) In a region, where singularity is forming in finite time, the injectivity radius is
controlled by the curvature; (3) Ricci flow can not quickly turn an almost euclidean region into a very curved one, no matter what happens far away. We also verify
several assertions related to Richard Hamilten's program for the proof of Thurston geometrization conjecture for closed three-manifolds, and give a sketch of an
eclectic proof of this conjecture, making use of earlier results on collapsing with local lower curvature bound.

Comments: 39 pages

Subjects: Differential Geometry (math.DG)
MSC classes: 53c
Cite as: arXivimath/0211159 [math.DG]

(or arXiv:math/0211159v1 [math.DG] for this version)

Submission history
From: Grisha Perelman [view email]
[v1] Mon, 11 Nov 2002 16:11:48 GMT (33kb)



Drugi preprint Perelmana

g@)} E%rrr;;} University

.org > math > arXiv:math/0303109

Mathematics > Differential Geometry

Ricci flow with surgery on three-manifolds

Grisha Perelman

(Submitted on 10 Mar 2003)
This is a technical paper, which is a continuation of math.DG/0211159. Here we construct Ricci flow with surgeries and verify most of the assertions, mad
section 13 of that e-print; the exceptions are (1) the statement that manifolds that can collapse with local lower bound on sectional curvature are graph m

this is deferred to a separate paper, since the proof has nothing to do with the Ricci flow, and (2) the claim on the lower bound for the volume of maximal
the smoothness of solutions from some time on, which turned out to be unjustified and, on the other hand, irrelevant for the other conclusions.

Comments: 22 pages

Subjects: Differential Geometry (math.DG)
MSC classes: 53C
Cite as: arXiv:math /0303109 [math.DG]

(or arXiv:math/0303109v1 [math.DG] for this version)

Submission history
From: Grisha Perelman [view email]
[v1] Mon, 10 Mar 2003 16:44:35 GMT (24kb)



Trzeci preprint Perelmana

Cornell University

g > math > arXiv:math/0307245

Mathematics > Differential Geometry

Finite extinction time for the solutions to the Ricci flow on certain three-manifolds
Grisha Perelman
(Submitted on 17 Jul 2003)

Let M be a closed oriented three-manifold, whose prime decomposition contains no aspherical factors. We show that for any initial riemannian metr
solution to the Ricci flow with surgery, defined in our previous paper math.DG/0303109, becomes extinct in finite time. The proof uses a version of
argument from 1999 paper by Richard Hamilton, and a regularization of the curve shortening flow, worked out by Altschuler and Grayson.

Comments: 7 pages

Subjects: Differential Geometry (math.DG)
MSC classes: 53¢
Cite as: arXiv:math/0307245 [math.DG]

(or arXiv:math/0307245v1 [math.DG] for this version)}

Submission history
From: Crisha Perelman [view email]
[v1] Thu, 17 Jul 2003 15:26:38 GMT (8kb)



O sktadnikach i prazrodtach dowodu
Perelmana dla kazdego



Rownanie przewodnictwa ciepta w jednorodnym precie

Temperatura u = u(x, t) spetnia réwnanie
Up = Uyy dla x € (0,71), t>0,

z warunkiem poczatkowym u(x,0) = f(x) (dany jest poczatkowy rozktad
temperatury) i warunkami brzegowymi

u(0,t) =u(mt) =0

(korice preta majq statg temperature).



Technika Four rozdzielanie zmiennych

Jesli u(x, t) = v(t)w(x) spetnia rownanie
Ut = Uxx,

to wowczas

Vi W =V Wyyx
tzn. (o ile v,w #0)

v w
=t — XX — const, x € (0,7t), t>0.
v w

Obie strony powyzszego rownania sq funkcjami statymi, bo kazda zalezy od
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Posta¢ v, w; warunki brzegowe

1. Jesli w”(x) = c-w(x) i w(0) =w(mt) =0, to
w(x) =sinnx, c¢=-n? n=123,...
2. Jedliv/(t) =c-v(t)ic=-n? to
—n?t
v(it)=e )
3. Whniosek: rownanie ciepta uy = uy spetniaja funkcje
e tsinnx, n=123...

a takze — dzieki liniowosci réwnania — ich sumy
JERS,
“nlt . SNETE
u(x,t) = E by - e ™ tsinnx. ”*%%{gﬁ
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Ostatnia sprawa: warunek poczatkowy

Jesli
Zb c*”’l -sinnx.
71 dla t=0
i w chwili t = 0 ma by¢ u(x,0) = f(x), to

:an~slnnx, XE(O,T[)
n

Moraty:

Dla (by,) ograniczonych szereg u(x, t) okresla funkcje klasy C*;

e Dla bardzo duzych czaséw u ~ bre tsint;

e Rownanie ciepta w szybkim tempie wygtadza poczatkowe nierdwnodci Sty
& »

rozktadu temperatury; . ’@*

p y e

N
1’* YOV\\‘\%

e Rownanie wskazuje konkretng izotopie miedzy wykresem f a odcinkiem.
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Potok krzywiznowy na ptaszczyznie

e Dana w chwili t = 0: gtadka krzywa zamknieta Iy C R?;

e Przepis na ruch: V.= k- i, gdzie k oznacza krzywizne ze znakiem, a il jest
wektorem normalnym wewnetrznym

Najprostsze wtasnosci:

e To jest potok gradientowy funkcjonatu Fly] = dtugos¢ y;
o Lokalne istnienie rozwigzan, It dla t € [0, t1);
e “Zakaz wyprzedzania” (zasada maksimum) ;
e Okrag pozostaje okregiem; R’ = —1/R = R?(t) = R3 — 2t;
e Pole ograniczone krzywg maleje w statym tempie:
5 T



Zachowanie rozwigzan dla duzych czasow

Twierdzenie (Gage, Hamilton). Krzywe zamkniete wypukte kurczg sie w
skonczonym czasie do tzw. okrggtych punktow.

Twierdzenie (Grayson). Kazda krzywa zamknieta po skoficzonym czasie stanie
sie wypukta.

Morat: nie pojawiaja sie osobliwosci; potok krzywiznowy mozna traktowac jako
pogladowa ilustracje istnienia homeomorfizmu, o ktérym mowa w w twierdzeniu
Jordana o krzywych.
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Inny przyktad: potok Sredniokrzywiznowy

e Dana w chwili t = 0: zamknieta gtadka powierzchnia Iy C R3;

e Przepis na ruch: v.=H - n, gdzie H oznacza krzywizne srednia, a i jest
wektorem normalnym wewnetrznym

Wtasnosci:
o Lokalne istnienie rozwigzan, 'y dla t € [0, t’r)?
e “Zakaz wyprzedzania” (zasada maksimum) ;
e Sfera pozostaje sfera;
e Twierdzenie (Huisken). Powierzchnie zamkniete wypukte kurcza sie w
skoficzonym czasie do tzw. okrggtych punktéw.
\\IFRS,’
Istotna roznica: mogq pojawiac sie osobliwosci :%;f;%
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Osobliwosci potoku Sredniokrzywiznowego: hantelek Graysona

Powierzchnia poczatkowa Xy: dwa duze, zblizone do sfer bable, potaczone
dtugq i cienkq rurka;

Pomyst: umiesci¢ Xy wewnatrz obrotowej powierzchni okresowej I;

e Ruch generatora powierzchni I opisuje rdwnanie

Uy 1

Ut =
T+uZ u

Pole przekroju rurki to

L
P(t) = J u(x, t) dx

0
e\qERs,’
A
e Okazuje sie, ze P’(t) nie zalezy od wielkosci babli! °«%§g
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Kiedy i jak peka hantelek Graysona?

1. Jesli dla t = 0 rurka miesci sie w walcu dt. L i promieniu 1, to

P/(t):JLut(X,t)dXZJL e 1 dx
0 0 1+ui u

> Uyx L
S V32 48—
wykres u (1 + ux) T

L
<m——<np. —10%7 dlaL>>1>3>1>0.

2. 7 drugiej strony, okragte bable nie mogaq sie skurczy¢ szybciej, niz zawarte
w ich wnetrzu duze sfery (‘zakaz wyprzedzania’).

3. Zatem: gdzie$ na rurce pojawi sie osobliwo$¢, zanim bable znikna. Sty



Klasyfikacja powierzchni zamknietych, orientowalnych

e Wiadomo: decyduje o niej rodzaj (genus) powierzchni, tzn. liczba rgczek
doklejonych do sfery.

Geometria pozwala dostrzega¢ ‘lepsze od innych’ modele powierzchni kazdego
rodzaju:
o Jesli g =0, to na powierzchni istnieje metryka o krzywiznie Gaussa K = 1;

e Jesli g =1, to na powierzchni istnieje metryka z K = 0 (ptaski torus, z
geometrig stotu bilardowego);

e Jedli g > 2, to na powierzchni istnieje metryka z K = —1 (iloraz dysku
Yobaczewskiego przez pewng grupe jego izometrii) AVERS,
Q*@%ﬁ@*(ﬁ
B
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Geometria wg. Williama Thurstona

Ceometria to jednorodna i jednospéjna rozmaito$¢ Riemannowska X, ktéra ma
dyskretng grupe izometrii G taka, ze iloraz X/G jest zwarty.

Przyktad: X = R?, G = Z?; iloraz X/G jest torusem.
Geometrie dwuwymiarowe sq trzy: R?, §? i H2.
Geometrie trojwymiarowych jest osiem:

e trzy oczywiste R3, S* i HO;

e dwie w miare oczywiste S x R i H? x R;

e trzy wyjatkowe, bardziej egzotyczne.

\.ms,’

Struktura geometryczna: zupetna, lokalnie jednorodna metryka. %\g s
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Rozktad 3-rozmaitosci na czesci i hipoteza geometryzacyjna

Rozktad Knesera—Milnora na czynniki pierwsze (‘ciecia wzdtuz sfer’)
M3 = (Ki#.. #K,) # (Li#.. . #Lg) # (#1 S? x 81)
1=

e K;j to czesci o nieskoniczonej 7y, z e = 0 dla k > 2;
o L; to czesci o skoficzonej 71y, dla ktérych nakryciem uniwersalnym jest S3;
e Kazda sfera S? w czedciach typu K, L jest brzegiem 3-dysku w M.

Rozktad Johannsena na czynniki proste (‘ciecia wzdtuz niescisliwych torusow’)

o K; mogq zawiera¢ ‘niescidliwe torusy’, po skonczonej liczbie dalszych ciec
wzdtuz nich otrzymujemy czesci, w ktdrych nie ma oczywistych przeszkod do

istnienia struktury geometrycznej. WERS,
HG W. Thurstona: Na kazdej sktadowej otrzymywanej z tych rozktadéw mozna *sgee

Trsoye”

wprowadzi¢ strukture geometryczna.
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Potok Ricciego

Definicja: Rodzina metryk na danej rozmaitosci M3 taka, ze
g'(t) = —2Ric(g(t))
Lokalnie, w odpowiednich wspétrzednych:

093
ot

= Agij + Qi5(g, Vg),

gdzie Q zalezy kwadratowo od Vg (tzn. mamy réwnanie ciepta, ale z dodatkowa
kwadratowa nieliniowosciq).

Twierdzenie (Hamilton, 1983). Hipoteza Poincarégo zachodzi dla rozmaitosci
M3, na ktérych istnieje metryka riemannowska o dodatniej krzywiznie Ricciego.

WERS,,
Sy ka7
Pomyst Hamiltona: wykorzysta¢ potok Ricciego do dowodu HP w petnej Q«%ﬁgm
ogdlnodci. Gtowny kiopot: analizaosobliwosci. . . ‘«i‘:ﬁﬁ;



Co zrobit Perelman?

1. Mozliwe sg tylko standardowe osobliwosci Potoku Ricciego (rurka lub
czapeczka)

2. Metoda przewidywania nadchodzacych osobliwosci (analiza rejondw, gdzie
krzywizna rosnie)

3. Chirurgie: wycig¢ waskie czesci, zastapi¢ dobrze dobranymi czapkami
sferycznymi o ograniczonej krzywiznie, obserwowac ruch otrzymanych czesci.

4. Kontrola liczby niezbednych chirurgii: Liczba chwil czasu T;, gdzie
dochodzi do wybuchu krzywizny, jest lokalnie skoriczona w [0, co)

5. Po skonczonej liczbie chirurgii, poczatkowa rozmaitos¢ rozpada sie na
czesci, ktore potrafimy ‘dostatecznie dobrze' rozpozna¢ aVERSs,
A

©
“’fvovu“%
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Reakcja spotecznosci matematycznej
na prace Perelmana




Reakcja spotecznosci matematycznej na prace Perelmana

Kilka niezaleznych zespotdw, czytajacych preprinty Perelmana i uzupetniajacych
usterki ekspozycji, m.in.

e Bruce Kleiner i John Lott (Michigan)
e John Morgan i Gang Tian (Stony Brook / Princeton)

Efekty: m.in. monografia Morgana i Tiana (ponad 500 str.), dtugi (ponad 250
str.) artykut Kleinera i Lotta w Geometry and Topology.

2006: Science uznaje wyniki Perelmana za najwazniejsze osiagniecie roku catej
nauce. Perelman nie przyjmuje medalu Fieldsa. Q*%;\gm



William Thurston o Perelmanie (laudacja z lata 2010):

Perelman, dzieki olbrzymiej koncentracji i wirtuozerii, skonstruowat
piekny dowadd tam, gdzie mnie samemu ani innym to sie nie udato.
Jest to dowad, ktorego ja nie mogtbym przeprowadzic, gdyz niektore

z mocnych stron Perelmana sq moimi stabymi stronami. To, ze hipoteza
geometryzacyjna jest prawdziwa, nie jest niespodziankg.

Nie jest takze niespodziankg dowdd, w jakims sensie bardzo wtasciwy
i nieunikniony; o takim dowodzie wiele 0osob, w tym ja, marzyto od
dawna. Cudowng i zdumiewajgcq niespodziankg jest to, ze ktomus —
Perelmanowi — udato sie, mimo wielu przeszkod, wyzwari i putapek,
scisle przeanalizowac i podda¢ kontroli ten proces. (...)
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Thurston o Perelmanie, czes¢ Il

Awersja, jakg Perelman darzy publiczne spektakle, zaszczyty

i bogactwo, jest dla wielu oséb zagadkg. Nie rozmawiatem z nim

o tym nigdy i z pewnoscig nie mam prawa wypowiadac sie w jego
imieniu, ale chce powiedziec, ze darze petng empatig i podziwem jego
wewnetrzng site i jasnos¢ mysli oraz zdolno$¢ Swiadomego dochowania
wiernosci samemu sobie.

Nasze prawdziwe potrzeby sq gtebsze — jednak we wspotczesnym

swiecie wiekszos¢ z nas odruchowo i nieustepliwie walczy o bogactwo,

dobra doczesne i podziw innych. Uczylismy sie od Perelmana

matematyki. Moze powinnismy zatrzyma¢ sie na chwile, zastanowic¢

nad sobg i wynies¢ lekcje takze ze stosunku Perelmana do zycia. WERS,,
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Dziekuje!
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