Twierdzenia Fermata réznej wielkosci

56 Szkota Matematyki Pogladowej

Mariusz Skatba

Wydziat Matematyki, Uniwersytet Warszawski

26 sierpnia 2017

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Pierre de Fermat

Byt prawnikiem w Tuluzie. Lubit matematyke i fizyke,

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Pierre de Fermat

Byt prawnikiem w Tuluzie. Lubit matematyke i fizyke, i
korespondowat na te tematy.

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Pierre de Fermat

Byt prawnikiem w Tuluzie. Lubit matematyke i fizyke, i
korespondowat na te tematy. Ograniczymy sie do nastepujacych
tez, ktére Fermat wypowiedziat:
o Jezeli p jest liczba pierwsza a a liczba catkowity niepodzielng
przez p to liczba aP~! — 1 dzieli sie przez p.

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Pierre de Fermat

Byt prawnikiem w Tuluzie. Lubit matematyke i fizyke, i
korespondowat na te tematy. Ograniczymy sie do nastepujacych
tez, ktére Fermat wypowiedziat:
o Jezeli p jest liczba pierwsza a a liczba catkowity niepodzielng
przez p to liczba aP~! — 1 dzieli sie przez p.
o Jesli p jest liczba pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y spetniajacych réwnanie:

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Pierre de Fermat

Byt prawnikiem w Tuluzie. Lubit matematyke i fizyke, i
korespondowat na te tematy. Ograniczymy sie do nastepujacych
tez, ktére Fermat wypowiedziat:

o Jezeli p jest liczba pierwsza a a liczba catkowity niepodzielng
przez p to liczba aP~! — 1 dzieli sie przez p.

o Jesli p jest liczba pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y spetniajacych réwnanie:

o Jezeli n > 2 to dla dowolnych liczb naturalnych x, y,z mamy

x" 4 y" £ 2",
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Mate Twierdzenie Fermata

Tytutowe twierdzenie ma wiele pieknych dowodéw. Ale prosze sie
nie obawiaé, nie bede go dowodzit!
Whiosek. Jedli liczba nieparzysta n spetnia

2"l 21 (mod n) (1)
to n jest ztozona tzn.
Ja>1,b>1 a-b=n.

Obietnica wielkiej stawy dla tego, ktéry udowodni efektywnie
powyzszy wniosek z matego twierdzenia Fermata tzn. po
sprawdzeniu warunku (1) poda przyktad a oraz b!
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llustracja Wniosku

Wezmy liczbe n = 9223372036854775937. Aby obliczy¢ 2"~1 mod
n rozwijamy najpierw liczbe n — 1 w uktadzie dwdjkowym:

n—1=2"+2%,
Metoda szybkiego podnoszenia do potegi obliczamy, ze
22'+2% = 2334474062424898207 £ 1 (mod n)

a zatem n jest ztozona, ale co z tego? Innymi metodami mozna n
roztozy¢

n = 309087433 - 298406568809.
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Oprécz réwnania rozwazmy kongruencje

x"+y"=2z" (mod q). (2)
Woéwczas WTF dla wyktadnika n > 3 wynika z nastepujacego
lematu

Lematu. Jesli n > 3 to dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych g
wszystkie rozwigzania kongruencji (2) spetniaja xyz =0 (mod q).
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Wielkie Twierdzenie Fermata

Oprécz réwnania rozwazmy kongruencje
x"+y"=2z" (mod q). (2)

Woéwczas WTF dla wyktadnika n > 3 wynika z nastepujacego
lematu

Lematu. Jesli n > 3 to dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych g
wszystkie rozwigzania kongruencji (2) spetniaja xyz =0 (mod q).
Domyslacie sie, ze Lematu nie jest prawdziwy.

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Twierdzenie Schura

Mariusz Skatba Twierdzenia Fermata



Twierdzenie Schura

Zatbézmy, ze liczby 1,2,. .., E(en!) podzielono na n (roztacznych)
klas.
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klas. Wéwczas przynajmniej jedna z tych klas zawiera dwie liczby
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7-3 potega, a zatem kongruencja (2) ma mndstwo
nietrywialnych rozwigzan.
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c,be{l1,2,...,q — 1} zaliczamy do tej samej klasy, gdy (z
definicji) kongruencja ¢ = bs’ (mod g) ma rozwiazanie.
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Twierdzenie Schura

Zatbézmy, ze liczby 1,2,. .., E(en!) podzielono na n (roztacznych)
klas. Wéwczas przynajmniej jedna z tych klas zawiera dwie liczby
¢, b oraz ich réznice ¢ — b. WezZmy n = 7. Rozrézniamy dwa
przypadki:

Q@ g#1 (mod 7). Odwzorowanie ¢ : Zy — Zg dane wzorem
#(t) =t spetnia ker(¢) = {1}, gdyz 7 fqg — 1. Zatem ¢ jest
"1-1" a zatem "na”. Konkludujac: kazda reszta mod g jest
7-3 potega, a zatem kongruencja (2) ma mndstwo
nietrywialnych rozwigzan.

@ g =1 (mod 7). Tutaj zatdzmy, ze g > 7'e ~ 13700, 1. Liczby
c,be{l1,2,...,q — 1} zaliczamy do tej samej klasy, gdy (z
definicji) kongruencja ¢ = bs’ (mod g) ma rozwiazanie.Jest 7
klas (abstrakcji)na mocy twierdzenia Schura bs’ — b = bt’
(mod q).
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Jesli p jest liczbg pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y takich, ze

X2+ y2 = p.
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Jesli p jest liczbg pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y takich, ze
X2+ y2 = p.

To twierdzenie ma piekna historie i wiele réznych niesamowitych
dowoddéw .Wystarczy tej ekscytacji. Dowodu i tak nie bedzie!Na
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zadanie:

Jesli p jest liczba pierwsza nieparzysta oraz liczby

71,22 €{1,2,...,(p—1)/2} spetniaja

z1(p— 21)za(p — 2) = t> gdziet €N

to z1 = 2o.
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Jesli p jest liczbg pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y takich, ze

X2+ y2 = p.

To twierdzenie ma piekna historie i wiele réznych niesamowitych
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71,22 €{1,2,...,(p—1)/2} spetniaja
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to z1 = zp. Z tego zadania wynika natychmiast jedynos$¢ x,y w
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Jesli p jest liczbg pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y takich, ze
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Wreszcie moje Ulubione

Jesli p jest liczbg pierwsza postaci 4k + 1 to istnieje doktadnie
jedna para liczb naturalnych x, y takich, ze

X2+ y2 = p.

To twierdzenie ma piekna historie i wiele réznych niesamowitych
dowoddéw .Wystarczy tej ekscytacji. Dowodu i tak nie bedzie!Na
drugim etapie ostatniej olimpiady byto natomiast nastepujace
zadanie:

Jesli p jest liczba pierwsza nieparzysta oraz liczby

71,22 €{1,2,...,(p—1)/2} spetniaja
z1(p— 21)za(p — 2) = t> gdziet €N

to z1 = zp. Z tego zadania wynika natychmiast jedynos$¢ x,y w
twierdzeniu Fermata, co mnie bardzo cieszy, jako uktadacza zadan
olimpijskich.
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Powdd jeszcze bardziej osobisty

Zachodzi mianowicie
Twierdzenie. (M.S., Internat. Journal of Numb. Th. 2017(1))
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Powdd jeszcze bardziej osobisty

Zachodzi mianowicie

Twierdzenie. (M.S., Internat. Journal of Numb. Th. 2017(1))
Jesli p > 3 jest liczba pierwsza postaci 8k + 3 to istnieja liczby
naturalne x,y,z wszystkie mniejsze od \/p takie, ze

X2—|—yz:p.

Ponadto liczba takich tréjek spetniajacych dodatkowo y < z jest
nieparzysta.

Metoda dowodu daje klasyczne twierdzenie Fermata dla liczb
pierwszych postaci 4k + 1,
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Zachodzi mianowicie

Twierdzenie. (M.S., Internat. Journal of Numb. Th. 2017(1))
Jesli p > 3 jest liczba pierwsza postaci 8k + 3 to istnieja liczby
naturalne x,y,z wszystkie mniejsze od \/p takie, ze

X2—|—yz:p.

Ponadto liczba takich tréjek spetniajacych dodatkowo y < z jest
nieparzysta.

Metoda dowodu daje klasyczne twierdzenie Fermata dla liczb
pierwszych postaci 4k 4+ 1, a dla liczb postaci 8k + 1 pewne jego
wzmocnienie. Chetnym przedle pdf pracy (oficjalny).
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Dlaczego nie zostatem prawnikiem?

© Bo przyktad Fermata to za mato.
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