(Geometria rzutowa

ogladana z réznych stron
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Felix Klein (1849-1925)
Vergleichende Betrachtungen uber neuere geometrische
1872 Forschungen
To jest prawdziwy Program Erlangenski,
a nie jego prymitywne resztki

sprzedawane w ramach geometrii analitycznej:
dwa obiekty sq jednakowe, gdy majg te samaq grupe automorfizmow

to znacznie wiecej niz izomorfizm!
(obiekty nie muszg by¢ podobnie sformalizowane).

Pozwala to utozsamiac¢ obiekty pochodzace “z réznych szuflad”
oraz stosowa¢ w danej dziedzinie fakty uzyskane w innej.



Felix Klein (1849-1925)
Vergleichende Betrachtungen uber neuere geometrische
1872 Forschungen
To jest prawdziwy Program Erlangenski,
a nie jego prymitywne resztki

sprzedawane w ramach geometrii analitycznej:
dwa obiekty sq jednakowe, gdy majg te samaq grupe automorfizmow

to znacznie wiecej niz izomorfizm!
(obiekty nie muszg by¢ podobnie sformalizowane).

Ale tez pozwala dla danego pojecia matematycznego
uzyskiwac rézne realizacje, rézne modele,
co umozliwia oczywiste unaocznianie réznych jego wtasnosci.



Powiedzmy dobitniej,

w kazdym modelu

mozemy tak dalece bezposrednio

zobaczy¢ pewne wilasnosci modelowanego obiektu,
ze uwalnia nas to od dowodzenia,

iz takie wlasnosci mu przystuguja.

Bytoby zapewne przesada stwierdzenie,
ze majac odpowiedni kalejdoskop modeli
mozemy dowodzenie zastapic
potrzasaniem tym kalejdoskopem,
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a wiec do roboty.



Klasyczny model geometrii rzutowe;]
to malarska perspektywa zbiezna.

Polegata ona na odkryciu, ze

poniewaz oddalajacy sie réwnolegle odcinek
widzimy pod coraz mniejszym katem,
domniemac¢ mozna, iz “w koncu”

proste rownolegte zbiegaja sie

w jednym punkcie.

I tak ptaszczyzna afiniczna

wzbogacona zostata

przez dodatkowe punkty (ongis kierunki)
oraz o dodatkowg prostg z nich ztozona.
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A stala sie teorig matematyczna,
bo juz nawet przy rysowaniu parkietazu z kwadratowych ptytek

P R | 0

pojawialy sie niedajgce sie intuicyjnie objasni¢ niespodzianki.



Model srodkowy,
dawne punkty

staja sie prostymi przez srodek,
dawne proste —

plaszczyznami przez srodek;
nie brakuje zadnej proste]

ani ptaszczyzny przez Srodek.
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1. ptaszczyzna rzutowa jest jednorodna,

2. jej punkty mozna opisa¢ tréjkami liczb [a, b, ]~
z dokltadnoscia do proporcjonalnosci,
ptaszczyzny tez [p, q, r]~,

a ich incydencje zaleznoscia ap + bq + cr = 0,



Model srodkowy,
dawne punkty

staja sie prostymi przez srodek,
dawne proste —

plaszczyznami przez srodek;
nie brakuje zadnej proste]

ani ptaszczyzny przez Srodek.

Po odrzuceniu klasycznej ptaszczyzny widzimy, ze

1. ptaszczyzna rzutowa jest jednorodna,

2. jej punkty mozna opisa¢ tréjkami liczb [a, b, ]~
z dokltadnoscia do proporcjonalnosci,
ptaszczyzny tez [p, q, r]~,

a ich incydencje zaleznoscia ap + bq + cr = 0,

3. mamy wiec dualnos¢!



Model sferyczny, czysto roboczy
powstaje jako szkody wyrzadzone przez model sSrodkowy
na sferze o srodku w (0, 0, 0):
punkty to pary antypodycznych punktow stery,
proste to okregi wielkie.

Model na potsterze, wykonany po konsultacji z optykiem:
to, co widac,
gdy wida¢ doktadnie po6t sfery:



Model sferyczny, czysto roboczy
powstaje jako szkody wyrzadzone przez model sSrodkowy
na sferze o srodku w (0, 0, 0):
punkty to pary antypodycznych punktow stery,
proste to okregi wielkie.

Model na potsterze, wykonany po konsultacji z optykiem:
to, co widac,

gdy wida¢ doktadnie po6t sfery:
np. zadna prosta nie oddzieli
Boba od Alicji

(nawet gdy jest nietrzezwy!),
czyli

prosta nie rozcina ptaszczyzny,

CcO wiece]

ptaszczyzna lezy po jednej stronie
kazdej swojej proste].

E




Glowna zaleta modelu na potsterze jest to, ze mozna,
nie ruszajac sie z miejsca ogladac¢ go z réznych stron:
wystarczy obracac!

Rozwazmy wiec dziure:
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Glowna zaleta modelu na potsterze jest to, ze mozna,
nie ruszajac sie z miejsca ogladac¢ go z réznych stron:
wystarczy obracac!

Rozwazmy wiec dziure:
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Okazuje sie, ze plaszczyzna rzutowa to
sklejenie brzegami wstegi Mobiusa i kota.
Wymnika stad, ze ptaszczyzna rzutowa jest nieorientowalna,
i bylaby jednostronna, gdyby dala sie zanurzyé w R”,
ale nie daje sie —
to jednak sprawdzimy w realu.



Najlepszy model w realu stworzyt Archimedes
postugujac sie ciezarami 1 wyporami.

Dla dwo6ch punktéw materialnych A i B
obdarzonych masami m4 1 mp

Srodek cigzkosci S spetnia warunek m AS? +m BS—B) = 0,
czylimyg : mp =SB : AS,

co w szkole bojacej sie wektorow nazywa sie
dzwignia jednostronng lub dwustronna.

Srodek ciezkodci punktéw A i B lezy na prostej AB
chyba ze myq + mp =0
— wtedy nalezy do prostej doda¢ dodatkowy punkt,
zamykajac ja w prosta rzutows.
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Jak wida¢ odpowiednio obcigzajac ustalone dwa punkty mozemy
srodek ciezkosci umiesci¢ w dowolnym punkcie prostej rzutowe;.
Te obciazenia to wspolrzedne barycentryczne,

sg dane z doktadnoscia do proporcjonalnosci.

Aby to przenies¢ na dowolny wymiar, nalezy wskazaé¢ odpowiednik
zasady “ramie razy sita” w dowolnym wymiarze.



Odpowiednikiem zasady “ramie razy sita” na plaszczyznie
jest nastepujace spostrzezenie

Jesl srodkiem ciezkosci pm (A, ma), (B, mp), (C, m¢)
jest punkt P, to ma : mp : moc = Apcp : Acap : Aapp,
gdzie Axyx to
pole trojkgta XY Z.

Rzeczywiscie, mamy bowiem .
ma XB Apcx  Appx

B

mp  AX  Aaxc  Aaxp A
 Apex —Appx  Apcp  Apcp A

— C

Aaxc—ADaxp Aapc Acar
Réwnosé pozostatych stosunkoéw uzasadniamy analogicznie.




Odpowiednikiem zasady “ramie razy sita” na plaszczyznie
jest nastepujace spostrzezenie

Jesl srodkiem ciezkosci pm (A, ma), (B, mp), (C, m¢)
jest punkt P, to ma : mp : moc = Apcp : Acap : Aapp,
gdzie Axy x to zorientowane

pole trojkgta XY Z. B

Rzeczywiscie, mamy bowiem
ma XB Apcx Appx

mp  AX  Aaxc Aaxp
~ Apex —Appx  Apcp  Apcp

Aaxc —Aaxp Aapc Acap
Réwnoscé pozostatych stosunkéw uzasadniamy analogicznie.

C

Gdy chcemy, aby dotyczylo to calej ptaszczyzny,
powinnisSmy postugiwac sie pojeciem pola zorientowanego.



Gdy ustalimy tréjk‘@t ABC, moZemy liCZby (ABCP7 AC’AP, AABP)
uznaé za wspolrzedne punktu P.

Od razu widag¢, jak te operacje powtorzycé

w dowolnym skonczonym wymiarze n przypisujac punktom
przy ustalonym sympleksie odniesienia

n + 1 liczb z doktadnoscig do proporcjonalnosci,
stanowiacych ich wspoétrzedne barycentryczne.



Gdy ustalimy tl‘éjkajt ABC, moZemy liCZby (ABCPa ACAP, AABP)
uznaé za wspolrzedne punktu P.

Od razu widag¢, jak te operacje powtorzycé

w dowolnym skonczonym wymiarze n przypisujac punktom
przy ustalonym sympleksie odniesienia

n + 1 liczb z doktadnoscig do proporcjonalnosci,
stanowiacych ich wspoétrzedne barycentryczne.

Dla punktow, ktorych suma wspoétrzednych barycentrycznych
jest niezerowa, mozna — rezygnujac z proporcjonalnosci —
uzywacC wspotrzednych arealnych

™M1 L% s )

(M, M2, M3) = GmeTme i T 7 TmeTms



Mamy wiec
A(BCP)=m1 - A(ABC),

A(CAP) = sy - A(ABC),
A(ABP) = mj3 - A(ABO),




Mamy wiec B

A(BCP) = m, - A(ABC),

A(CAP) =mqy - A(ABC), X
A(ABP) = ins - A(ABC), A
/. czego natychmiast wynika, ze gdy A
trojkatem odniesienia sg ¢

kartezjanskie punkty (1, 0), (0, 1), (0,0),
to wspolrzednymi arealnymi punktu
o wspolrzednych kartezjanskich (x, )

Sq (CE, yvl_x_y)a

albowielin .
oty L1 0] _

Analogicznie, y = mo.




Dla punktéw P = (p17 P2, p3)7 Q — (Q17 q2, Q3)7 R = (rla r2, Tg),
danych przez swoje wspoélrzedne arealne mamy zatem
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Dla, punktéw P = (p17 P2, p3)7 Q — (Q17 q2, Q3)7 R = (rla r2, Tg),
danych przez swoje wspoélrzedne arealne mamy zatem

APQR = 3

P1

1 |P1—T1 P2—T2 L
dgi —T1 (g2 — T2 2

1

P2

g2
T2

P3

q3
s

Punkty P, (), R sa wiec wspoétliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

P1 D2

qd1 g2

T2
czyli x1 -

P3

43
s

P2
q2

= (0, a réwnanie prostej P() to
D3 oz P1 D3 tozs- P1
43 q1 g3 41

P2
q2

P1

d1
X1

P2

42
)

= 0.

P3

43
X3

=0,

Jak tatwo zauwazy¢, rOwnanie to nie zmieni sie, gdy przejdziemy
do dowolnych wspéirzednych barycentrycznych.



Z tego, ze robwnanie prostej pozostaje liniowe mozna wyprowadzic¢
wniosek,ze stopien tworu algebraicznego rozwazanego w geometrii
rzutowe] nie ulega zmianie.

Z, proporcjonalnosci wspoirzednych wynika natomiast
jednorodnos¢ wszelkich zaleznosci geometrycznych.

Dla przypomnienia:
funkcja f zmiennych zq,..., x, jest jednorodna w stopniu k,
gdy spetnia warunek f(Az1,..., Axn) = N\ f(z1,..., 2p),

na przyklad wielomian z° + 3zyz° — Tx%y?z + xy?2?
jest jednorodny w stopniu 5.

Funkcja jednorodna nie musi by¢ wielomianem,
a nawet stopien jednorodnosci nie musi by¢ liczba catkowita

— Smieszny przyktad z Fichtengolca:
T £ TT y . . .
x" sin — 4+ y" cos = jest jednorodny w stopniu .
Y x



fOx,..., dxy) = o f(x,..., zp)

Ale ma miejsce bardzo wazne twierdzenie,
lezace u podstaw geometrii algebraicznej:

Funkcja jednorodna w stopniu k 1 gltadka w stopniu k
(czyli majaca k ciaglych pochodnych) jest wielomianem.
Powdd (a wlasciwie dowdd) to dwa oczywiste fakty:

pochodne czastkowe funkcji m-jednorodnej sa (m —1)-jednorodne;

i ma miejsce wzor Eulera Y 8]0(335;;"33”) cxi =k f(xy, ..., x,).

Stad indukcyjnie mamy teze, bo

0-jednorodna funkecja klasy CY, czyli ciagla,

spetnia dla kazdego t warunek f(txq,...,tx,) =1 f(x1,..., Tpn),
czyli jest stata, a wiec jest wielomianem.



IV problem Hilberta: zmetryzowac¢ ptaszczyzne rzutowa,
czyli wskazac¢ takg metryke,

ze proste rzutowe (dane nam wraz z przestrzenia)

okazg sie prostymi lub okregami wielkimi w sensie metryKki.
Prosta w metryce p to taki zbiér punktow,

ze dla dowolnych trzech z nich A, B, C zachodzi

p(AB) + p(BC) = p(AC)V
Vp(BC) + p(CA) = p(BA)V
Vp(CA) + p(AB) = p(CB).
Okrag wielki w metryce p to taki zbiér punktéw,
w ktorym istnieja takie trzy punkty A, B, C,
ze dla kazdego z punktow X tego zbioru zachodzi

p(AX) + p(XB) = p(AB)V
Vp(BX) 4+ p(XC) = p(BC)V
Vp(CX) + p(XA) = p(CA).



Odpowiedz:

Georg Hamel, Uber die Geometrien in denen Geraden
die Kirzesten sind, Math.Ann. 57(1903), 231-264

Jezeli metryzujemy caly ptaszczyzne rzutowa,

jedyna mozliwoscig jest wziecie metryki, w ktorej

w modelu na potsterze odlegtos¢ bedziemy mierzyli nitka
— to sie nazywa metryka eliptyczna.
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Georg Hamel, Uber die Geometrien in denen Geraden
die Kirzesten sind, Math.Ann. 57(1903), 231-264

Jezeli metryzujemy caly ptaszczyzne rzutowa,

jedyna mozliwoscig jest wziecie metryki, w ktorej

w modelu na potsterze odlegtos¢ bedziemy mierzyli nitka
— to sie nazywa metryka eliptyczna.

W przypadku, gdy usuniemy jedna prosta,
czyli bedziemy metryzowali ptaszczyzne afiniczna,
bedzie to jedna z metryk Minkowskiego.

A gdy bedziemy metryzowali
(otwarty) wypukly podzbiér plaszczyzny afinicznej
— jedna z metryk Hilberta.



Obie te rodziny metryk opisane sg za pomoca zbioru wypuklego,
w pierwszym przypadku srodkowo symetrycznego.

Obierzmy zbiér wypukly domkniety i sSrodkowo symetryczny
(zwany niedawno jeszcze ciatem cechujacym)
1 mianujmy go kotem jednostkowym.

A

Wéwcezas metryka dana jako
pcp(AB) —. OB//OAq)

jest przesuwalna,

a wszelkie kota sa
dylatacyjnymi obrazami
ciata cechujacego.
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w pierwszym przypadku srodkowo symetrycznego.

Obierzmy zbiér wypukly domkniety i Srodkowo symetryczny
(zwany niedawno jeszcze ciatem cechujacym)
1 mianujmy go kotem jednostkowym.

A

Wéwcezas metryka dana jako
pcp(AB) —. OB//OAq)

jest przesuwalna,

a wszelkie kota sa
dylatacyjnymi obrazami
ciata cechujacego.

Latwo zauwazy¢, ze taka metryka 10))
jest zarowno metryka miejska, jak maksimum.

Obie one daja te samg geometrie,

ale tez nie metryzuja ptaszczyzny afiniczne]

w sensie IV problemu Hilberta.



“Cienkie” proste uzyskujemy, gdy

w brzegu ciata cechujacego nie ma odcinkéw,

zatem metryka dana przez mocno wypukte ciato cechujace
jest metryka Minkowskiego.

Geometria dana przez metryke Minkowskiego zalezy
od wtasnosci brzegu ciata cechujacego,

np. jedynos¢ opuszczania 1 wystawiania prostopadie]
ma miejsce tylko, gdy brzeg ten jest gtadki.

Kolekcjonowanie takich zaleznosci byto waznym
polem badawczym przez pierwsza potowe XX wieku.



Szczegblnie wyrafinowana w tej problematyce
jest praca Johanna Radona

Uber eine besondere Art ebener konvexer Kurven

obalajaca przekonanie, ze gtadki brzeg ciata cechujacego
majacy wiltasnos¢ rownolegtoboku musi by¢ elipsg
(a wiec dawaé geometrie euklidesowa).

Wtiasnos¢ rownolegtoboku:

jesly opiszemy na ® rownoleglobok,

ktorego dwa przeciwlegte bok:

sq styczne do ® w swoich Srodkach,
to jest tak v dla drugiej pary bokow.




Problematyka padta z winy rezultatu Karla Lownera
(powtorzonego niezaleznie przez Felixa Behrenda):

dla srodkowo symetrycznego ciata wypuktego wsrod elips o tym
samym Srodku istnieje dokladnie jedna o najmniejszym polu,

wzmocnionego przez Fritza Johna spostrzezeniem, ze

elipsa jednokladna z tq elipsq w skali /2 wzgledem tegoz Srodka
symetrii zawiera owo ciato wypukie.



Problematyka padta z winy rezultatu Karla Lownera
(powtorzonego niezaleznie przez Felixa Behrenda):

dla srodkowo symetrycznego ciata wypuktego wsrod elips o tym
samym Srodku istnieje doktadnie jedna o najmniejszym polu,

wzmocnionego przez Fritza Johna spostrzezeniem, ze

elipsa jednokladna z tq elipsq w skali /2 wzgledem tegoz Srodka
symetrii zawiera owo ciato wypukie.

Nie trzeba wiele zachodu, by zauwazy¢, ze wobec tego
kazda metryka Minkowskiego pjs jest ograniczona z dotu i z géry

przez metryke euklidesows p:
1
— < <
\/ﬁp ~ POM > P,

gdzie n to wymiar przestrzeni.

Metryka p to metryka wyznaczona przez elipse Lownera
jako przez ciato cechujace.



Okazalo sie wiec, ze w zakresie metryzowania
plaszczyzny afinicznej nie ma nic istotnie réznego
od geometrii euklidesowe].

Podobnie jest z metryzowaniem jej wypuktych podzbiorow.
Tu dziatajg wspomniane metryki Hilberta,

okreslone tak jak metryka geometrii Bolyai-L.obaczewskiego
p w modelu Kleina:

AP - BQ
n

AQ) - BP

1 przez metryke modelu Kleina
tak samo z obu stron ograniczone,

jak metryki Minkowskiego
sg ograniczone przez metryke euklidesows.

Nihil novi sub Sole?

1




Zauwazmy, ze metryka nie jest istotnym elementem
opisu geometrii zyjacych na ptaszczyznie
(czy przestrzeni) rzutowej,
jesli spojrzymy na to po kleinowsku
(niektorzy mowia: po bourbakistowsku).

Nasza szkolna geometria
(jak geometria zaproponowana w Elementach Fuklidesa)
za, grupe automorfizmow ma podobienstwa.

Nie chodzi w niej o dlugosc, lecz o przystawanie.

Podobienstwa zas mozna zdefiniowac¢ jako przeksztatcenia
zachowujace proste i prostopadtosé.



Tymi narzedziami z tatwoscig
definiuje sie przystawanie.

Np. w geometrii euklidesowej tak. C




Tymi narzedziami z tatwoscig .
definiuje sie przystawanie. e
Np. w geometrii euklidesowej tak. Jﬂ,f”"ﬁﬁ : =y
~ i
A w geometrii eliptyczne] — i,’, 7 : ol
1 hiperboliczne] s <
(czyli Bolyaia-f.obaczewskiego) | =
jeszcze latwie]. N o
X |
Natomiast w zadne;] 2d
z tych geometrii s \--\_x =
nie trzeba ograniczaé sie \/
do wlasciwego podzbioru " f\"“a\ fj"f
plaszczyzny rzutowe; \'\\ / N\/
(czy przestrzeni rzutowej). =A A
/ \ f \\
\!
A



Prostopadiosé¢ bowiem

mozna rozpatrywac

w kazdym przypadku

na calej ptaszczyznie rzutowej,
postugujac sie dwiema jej
wlasnosciami na sferze.




Prostopadiosé¢ bowiem

mozna rozpatrywac

w kazdym przypadku

na calej ptaszczyznie rzutowej,
postugujac sie dwiema jej
wlasnosciami na sferze.

Jak to dziata od razu widac
na rozciggnietej na cata
plaszczyzne rzutows
geometrii euklidesowej.




Uzyskane ta droga geometrie na P (czy P™) sa czterech rodzajéw,
rozdzielonych przez dwie wtasnosci:

R — istnieje prostokat,
I — istnieje prosta izotropowa nieosobliwa
(czyli prostopadta do siebie, ale nie do wszystkich innych)

(taka jest np. styczna do brzegu modelu Kleina)

R —R
I Min BL
-1 Fucl Ell

Niespodziewanie obok (riemanowskich) geometrii eliptycznych,
parabolicznych (czyli euklidesowych)

i hiperbolicznych (Bolyaia—t.obaczewskiego)

pojawia si¢ (nieriemanowska) czasoprzestrzen.



Co wiecej w P" wystepuja wraz z kazda z nich
wszystkie te geometrie nizszych wymiarow

Min" Min® Min*
| I I
BL" 1 BL? BL?
| | I
Mo" =2 ~ Eucl™ ™ ? M&3 ~ Eucl? Mo2 ~ Eucl?
I | |
...... e BN —— ... —— EIl? — Bl

ale to juz bajka na inny wieczor.



