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O czym bedzie?

O dwu zastosowaniach matematyki, a doktadniej o:

(2) rozwiazaniu 10. problemu Hilberta, czyli wymagajacym
licznych trickéw teorioliczbowych zastosowaniu pojeé
logiki/teorii obliczefi do rozstrzygnigcia problemu z teorii liczb,
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O dwu zastosowaniach matematyki, a doktadniej o:

(2) rozwiazaniu 10. problemu Hilberta, czyli wymagajacym
licznych trickéw teorioliczbowych zastosowaniu pojgc
logiki/teorii obliczefi do rozstrzygnigcia problemu z teorii liczb,

(1) zastosowaniu podstaw matematyki do zartéw z Dawida Hilberta.
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Dawid Hilbert

Dawid Hilbert wielkim matematykiem byt...
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Dawid Hilbert

Aﬁ% matematyce nie ma jadneqo ignorabimus.

Dawid Hilbert wielkim matematykiem byt...
...a zarazem niepoprawnym optymista w teorii poznania.
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Dawid Hilbert

W matematyce nie ma jodnequ ignorabimus.

Wit miifen wifen. Wit werden wifen.

Dawid Hilbert wielkim matematykiem byt...
...a zarazem niepoprawnym optymista w teorii poznania.
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Problemy Hilberta zwiazane z podstawami matematyki

Problem 1. Rozstrzygna¢ hipoteze continuum.
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Problem 1. Rozstrzygna¢ hipoteze continuum.
Rozwigzanie. Nie da si¢ tego zrobi¢ uzywajac przyjetych aksjomatéow
matematyki (Godel 1940, Cohen 1963).
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Rozwigzanie. Nie da si¢ tego zrobi¢ metodami, ktére zaakceptowalby
Hilbert (Godel 1931).

Problem 10. Poda¢ algorytm, ktéry rozstrzyga, czy dane réwnanie
diofantyczne ma rozwigzanie o wspétrzednych catkowitych.
Rozwiazanie. Nie ma takiego algorytmu (Matijasiewicz 1970).

Problem 17. Opis pomijamy, bo akurat tu Hilbert nie popelnit gafy.

4/17



Twierdzenie Matijasiewicza, czyli zastosowanie teorii liczb w zastosowaniu logiki w teorii liczb

Roéwnania diofantyczne

Réwnanie diofantyczne! jest postaci f(x1, . .., %) = g(x1, ..., Xn),
gdzief, g € Zlxi, ..., xy).

Interesuja nas tylko rozwigzania nalezace do Z".

Przyktady:
» x>+ 1=0,
» 34y =7,
» X2 —8y* = 1.

'Diofantos — matematyk aleksandryjski ITI w. n.e. Na marginesach jego

Arytmetyki zapiski robit migdzy innymi Fermat.
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Twierdzenie Matijasiewicza

Obserwacja:

Jesli umiemy rozstrzygaé, czy rownania diofantyczne maja
rozwiazania w Z, to umiemy rozstrzygaé, czy maja rozwigzania w N
(twierdzenie Lagrange’a o czterech kwadratach!).
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Twierdzenie Matijasiewicza

Obserwacja:

Jesli umiemy rozstrzygaé, czy rownania diofantyczne maja
rozwiazania w Z, to umiemy rozstrzygaé, czy maja rozwiazania w N
(twierdzenie Lagrange’a o czterech kwadratach!).

Twierdzenie (Matijasiewicz 1970, dosSC staba wersja)

Nie istnieje algorytm rozstrzygajqcy, czy dane réwnanie diofantyczne
ma rozwiqzanie o wspotczynnikach naturalnych.

» Dowdd polega na odwotaniu si¢ do fundamentalnych,
ale technicznie prostych poje¢ z logiki i teorii obliczefi.

» Zeby sie mozna bylo do nich odwotaé, potrzebne sa elementarne,
ale niezwykle pomystowe rozumowania teorioliczbowe.
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Krok 1: istnienie probleméw nierozstrzygalnych

Twierdzenie (Turing 1936)

Nie istnieje algorytm rozstrzygajacy, czy dana liczba naturalna
nalezy do zbioru

STOP = {keN : program o kodzie k zatrzymuje si¢ na wejsciu k}.

Dowdd jest dos¢ prosta adaptacja metody przekatniowej Cantora.
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Krok 2: problemy nierozstrzygalne a definiowalnos¢

Zbiér STOP mozna zdefiniowaé w N formula >3, czyli postaci
Ty I, Dk X, . xn),

gdzie:
> zmienne xi, ..., X, przebiegaja liczby naturalne,
> & jest formuta zbudowana z:
zmiennych k, xp, ..., Xy, Y1y« oy Yins
statych 0, 1,
operacji +, - oraz relacji =,
spojnikéw A, V, —
kwantyfikatoréw ograniczonych, czyli postaci Vy; <x;.

vV vy VY VvVYy
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Krok 2: problemy nierozstrzygalne a definiowalnos¢ (c.d.)

W Dowodzie definiowalnosci zbioru STOP formuta 31 gtéwna
trudnoscia jest kodowanie ciggéw liczb za pomoca pojedynczych
liczb (i odkodowywanie za pomoca dostatecznie prostych formut).

Rozwigzania dostarcza:

> Chiriskie twierdzenie o resztach (uktad kongruencji
modulo liczby parami wzglednie pierwsze ma rozwiazanie)

» oraz obserwacja, ze dla danego ¢ oraz k > ¢
liczby k! + 1,.. ., ¢k! + 1 sa parami wzglednie pierwsze.
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Formuty diofantyczne
Czy datoby si¢ zdefiniowa¢ STOP formula diofantyczna, czyli takg 33,

Ty T, Dl xg, LX),

w ktorej ¢ uzywa tylko zmiennych oraz 0, 1, +, -, =?

> Jesli tak, to 10. problem Hilberta jest nierozstrzygalny!

» Sednem sprawy jest eliminacja jednego kwantyfikatora
ograniczonego.

Btaganie (Post 1944)

10. problem Hilberta blaga o dowdd nierozstrzygalnosci!

Hipoteza (M. Davis 1949)
Kazda formuta ¥; jest réwnowazna diofantyczne;.
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Krok 4: redukcja do funkcji wyktadnicze;j

Twierdzenie (Davis, Putnam, Robinson 1957-61)
Kazdy zbior ¥ -definiowalny da sig opisac formutq

Iy 3, Dk, xg, .. xn),

w ktorej @ uzywa tylko zmiennych oraz 0,1, 4+, -, x7', =.

@IS N

Julia Robinson (1919-1985) Martin Davis (ur. 1928) Hilary Putnam (1926-2016)
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Krok 4: redukcja do funkcji wyktadniczej (c.d.)

Twierdzenie (Davis, Putnam, Robinson 1957-61)
Kazdy zbior X1-definiowalny da sig opisac formutq

Ixp .3, Pk, Xy, .., xn),
w ktorej @ uzywa tylko zmiennych oraz 0,1, 4+, -, x7', =.

» D.iP. udowodnili to przy zalozeniu istnienia dowolnie dtugich
arytmetycznych ciqgow l. pierwszych, ktére R. wyeliminowala.

» Dowdd uzywa Ch.T.oR. i trickdw w stylu Gddla, np. do redukcji
problemu do formuty Vy <xj f(y, x1,...,x,) = O...

» ...ido zastgpienia jej formuta, w ktérej sa tylko kwantyfikatory
3, a potem kongruencje, x”, x! oraz symbol Newtona.

» W zasadzie juz z wczesniejszych prac J. R. wiadomo byto,
ze jeSli x” jest diofantyczne, to reszta powyzszych tez.
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Krok 3: hipoteza Julii Robinson

Twierdzenie (Julia Robinson 1952)
Jesli istnieje funkcja f o wzroscie wyktadniczym t. Ze

n,f(n)) : n € N} ma definicje diofantyczng, to x¥¥ = z tez jq ma.
{(n,f(n)) j ty j

Dowéd uzywa wiasnosci réwnari Pella x* — (a®> — 1)y* = 1.
[Rozwiazania w N? maja strukture pStgrupy cyklicznej z generatorem (a, 1);
druga wspétrzedna (n + 1)-szego rozwiazania jest rzedu (2a)".]
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n,f(n)) : n € N} ma definicje diofantyczng, to x¥¥ = z tez jq ma.
{(n,f(n)) j ty j

Dowéd uzywa wiasnosci réwnari Pella x* — (a®> — 1)y* = 1.
[Rozwiazania w N? maja strukture pStgrupy cyklicznej z generatorem (a, 1);
druga wspétrzedna (n + 1)-szego rozwiazania jest rzedu (2a)".]

Zatozenie o istnieniu f o pozadanych wtasno$ciach byto znane
jako Zatozenie Julii Robinson (“the Julia Robinson hypothesis™).

13/17



Twierdzenie Matijasiewicza, czyli zastosowanie teorii liczb w zastosowaniu logiki w teorii liczb

Lata 60.

v

Sporo daremnych préb dowodu Zalozenia J. R.

v

W recenzji pracy DPR w Mathematical Reviews,
G. Kreisel powatpiewat w diofantycznos$¢ ¥’ = z.

v

Julia Robinson tracita wiarg w Zalozenie, prébowata nawet
udowodni¢ istnienie algorytmu, ktérego zadat Hilbert.

v

Martin Davis: ,,MySle, ze zalozenie J. R. jest prawdziwe
i ze udowodni je jaki$ bystry mtody Rosjanin”.
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Bystry mtody Rosjanin

Jurij Matijasiewicz (ur. 1947)

15/17



Twierdzenie Matijasiewicza, czyli zastosowanie teorii liczb w zastosowaniu logiki w teorii liczb

Krok 5: Matijasiewicz

Twierdzenie (Matijasiewicz 1970; znane tez jako MRDP)
Kazda %1 formuta jest rownowazna formule diofantycznej.
Dowdéd wymaga juz ,tylko” udowodnienia Zatozenia J. R.,
czyli znalezienia diofantycznej funkcji rosnacej wyktadniczo.

» Pierwotny argument Matijasiewicza wykorzystywat funkcje
n — 2n-ta liczba Fibonacciego.

» Obecnie czgsto uzywa si¢ od razu diofantycznej definicji funkcji
(a,n) — n-te rozwiazanie r-nia Pella X2 — (a2 — l)y2 =1. ]
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Whnioski

» Diofantyczny jest np. zbidr liczb pierwszych, a zatem istnieje
wielomian o wspodtczynnikach catkowitych, ktérego dodatnie
wartoSci na argumentach z N to doktadnie liczby pierwsze.

» Istnieje (i da si¢ wygenerowaé na komputerze) rownanie
diofantyczne, ktére ma rozwiazanie doktadnie wtedy,
gdy hipoteza Riemanna jest fatszywa.

» Dla kazdej dostatecznie silnej teorii aksjomatycznej T
istnieje rownanie diofantyczne, ktére nie ma rozwiazania,
ale 7' o tym nie wie.
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